ABORDAGEM PADRAO: TAXA DE TRANSFERENCIA DE CALOR NA BASE

DA ALETA
CASO A — EXTREMIDADE COM CONVECCAO

hA [T(x=L)-T,]= _kA*i_I —ho(x=L)= _,9¢

x=L X x=L

O(x=0)=T,-T, =6,
~ de ..
A solucéo geral da equac;eae;— m-@d=0 é:
X

O(x)=Ce™ +C,e™

Aplicando a solucéo geral na equacao (1) obtém-se:
h(ce™ +C,e™)=-k(mCce™ -mc,e™)

Aplicando a solucéo geral na equacéo (2) obtém-se:
O(x=0)=Ce™+C,e™=C,+C,=4,=C,=6,-C,

Com as equagoes (4) e (5) pode-se obter as caes@ne C, :

h(g, -C,)e™ +C,e™|=-mk|(g, -C,)e™ -C,e™|

hge™ —hC,e™ +hC,e™ =-mkge™ +mkC,e™ +mkC,e™
C, (he‘mL —he™ —mke™ - mke‘mL) =-mkg,e™ -hge™
-mkg,e™ —hge™

C, =
2 he™ —he™ —mke™ - mke™

Substituindo a expresséo @g na equacao (5):

_ mL mL
C.=g-C, =4 _{ mké,e™ —hé,e }

he™ —he™ —mke™ - mke™

6, (he‘mL —he™ - mke™ - mke™ ) +mkg,e™ +hge™

C =
! he™ —he™ —mke™ — mke™

C = hge™ —hg,e™ -mkge™ —mkg.e™ +mkg,e™ +hge™
! he™ —he™ —mke™ —mke™

C = hge™ -mkge™

he™ —he™ —mke™ —mke™

(1)

(2)

3)

(4)

(®)

(6)

(7)



Substituindo as expressdes@ee C, na equacéao (3) obtem-se:

he™ —he™ —mke™ — mke ™ T o™ —mie™ — ke ™
= hﬁbe_m“mx ~ rnkgbe_ml_erx - mkgbemL—mx - hgbemL—mx
he—mL _ hemL _ mkemL _ mke_mL
H(X) h(e-m(L—x) - em(L—><))_ mk(e—m(L—x) + em(L_X))

-mL _ —mL _ mL mL
H(x):{ hg,e™ -mké,e }emx{h mkg,e™ -hé,e -

6(x)

= 8
8, h(e‘mL - e’“L)— mk(emL + e‘mL) ®)
m(L-x) _ 4-m(L-x) m(L-x) -m(L-x)
H € e I +e
6(x) _ 2 2
mL_ -ml ml —mL
g, He €™, e e
2 2

X —X X —X

e e’ -
Sabe-se queoshx = e serhx =

de tal forma que:

6(x) _ hserm(L - x) + mk coshm(L - x)
g, hserhmL + mk coshmL

(9)

6(x) _T(x)-T, _ coshm(L - x)+(h/ mk)serhm(L - x)

6, =T, coshmL + (h/ mk)serhmL

(10)

A taxa de transferéncia de calgy pode ser calculada pela lei de Fourier aplicada na
base da aleta:

dT dg
=—KA —| =-kA — 11
qa kAI' dX o kAI’ dX o ( )
% =mCe™ -mCe™ = % = mClem'O - mCze_m'O = m(Cl - Cz) (12)
dX dX x=0

Substituindo as expresstes@ee C, na equagéao (12) obtém-se:

dgl  _ hge™ -mkge™ B -mkg,e™ —hge™
dx|,., he™ —he™ —mke™ —-mke™ he™ —he™ —mke™ —mke™

dg| _ W{herbe'mL —-mkge™ +mké,e™ +hg,e™ ]
x=0

dx he ™ —he™ —mke™ — mke ™

dg| _ h(e‘mL + e’"L)+ mk(emL - e‘mL)
o - meb -mL _ mL | _ mL: —mL
dx |, h(e e ) mk(e +e )




mL -mL mL _ -mL
h e e +mk € -e
dé 2 2

Ay = _mgb mL -mL mL: -mL
dX |- HE —€ rmid € +e
2 2
dag,  _ _ma hcoshmL + mksernmL (13)
x| ., ® hserhmL + mk coshmL
dg| __  serml +(h/ mk)coshmL
dx| - ® coshmL + (h/ mk)serhmL

Assim, substituindo a expressao resultante (1&goacédo (11) obtém-se:

_ serhmL + (h/ mk)coshmL
4. = _kAr - meb
coshmL + (h/ mk)serhmL (14)
_ serhmL + (h/ mk)coshmL
Q. = kArme
coshmL + (h/ mk)serhmL

Sabe-se quen= /% de tal forma que:

hP _ serhmL +(h/ mk)coshmL
qa=kAr,/kA 6 ( )

® coshmL + (h/ mk)serhmL

_ |hP(kA, ), serhmL +(h/ mk)coshmL
qa - eb (15)
kA, coshmL + (h/ mk)serhmL
serhmL + (h/ mk)coshmL
coshmL + (h/ mk)serhmL

9, = hPKA, 6,

ondeM =,/hPKA, 6,. Assim, tem-se que:

_ p Serhm + (h/mk)coshmL

= 16
% =M CoshmL + (h/ mk)serhmL (16)

Assim, para condicdo de convecgao na extremidadaleda os seguintes resultados
foram obtidos:

Distribuicéo de temperature 6(x) = T()-T, = coshm(L - x)+ (h/ mk)serhm(L - x)
g T,-T. coshmL + (h/ mk)serhmL
serhmL + (h/ mk)coshmL

Taxa de transferéncia de calg, =M
coshmL + (h/mk)serhmL



CASO B — EXTREMIDADE ADIABATICA

dar
dx

_dg
x=L dX

X=L

O(x=0)=T,-T, =6,
« 46 ...
A solucéo geral da equaga(tje;— m-@é=0 é:
X

O(x)=Ce™ +C,e™
Aplicando a solucéo geral na equacéo (1) obtém-se:

9 e -mC,e™ :%
dx dx

x=L
Aplicando a solucéo geral na equacao (2) obtém-se:
O(x=0)=Ce™+C,e™=C,+C,=4,=C,=6,-C,

Com as equag0es (4) e (5) pode-se obter as caas@ne C, :

(6,-C)e™ =Ce™
ge™-cem=Cce™
g,e™ =C, (e‘"‘L + emL)
g.e™

C,=— b
2 e—mL +emL

Substituindo a expresséo @g na equacao (5) obtém-se:

H emL
C =6,-C, =9b_m
C B Bb(e—mL +emL)_ebemL
1 e—mL + emL
C B 0be—mL + HbemL _HbemL
(O e—mL + emL
—mL
C = Ge
1 -mL mL
€ +€

Substituindo as expressdes@ee C, na equacéao (3) obtém-se:

= m(ClemL - Cze‘mL) =0=Ce™ =Ce™

(1)

(2)

3)

(4)

()

(6)

(7)



Qe ™ fe™ )
0)=| = €™+ = ™
e +e e +e

H(X) = e—mL + emL
a e—m(L—x) +em(L—x)
o)=L o) ©
e—m(L—x) +em(L—x)
6(x) _ ( 2 ] _ coshm(L - x)
8, (emL +e™ j coshmL
2

= 9)

A taxa de transferéncia de calgr pode ser calculada pela lei de Fourier aplicada na
base da aleta:

dT dé
= kA | =_kA -2 10
qa kAr dX ) kAr dX B ( )
% =mCe™ -mC,e ™ = % =mC,e™ -mC,e™ =m(C,-C,) (11)
x=0
Substituindo as expressdes@ee C, na equagéo (11) obtém-se:
% _ Hbe—mL B ebemL
dx|, gm 4gn  gm 4an
d 6 e—mL _ emL emL _ e—mL
= = == == R 12
dx o mgb( e—mL + emL ] mgb( e—mL + emL ] ( )
emL _ e—mL
oL -mé, ﬁ =-mé, sermL _ -mé,tghmL
dX |, e +e coshmL
2
Assim, substituindo a expressao resultante den@2quacao (10) obtém-se:
=- —mé, tghmL
qa kAr ( b g ) (13)

qa = kAr mgbtghml-



Sabe-se quen= E de tal forma que:
| kA,
/ hP
0, = KA, _kAr 6,tghmL

2
g, = hl:)(Af)ﬁ,otgth 14
KA,
q, =+ hPkA, g,tghmL
ondeM =.,/hPkA, 8,. Assim, tem-se:
g, = MtghmL (15)

Assim, para condicdo de extremidade adiabaticegairstes resultados foram obtidos:

6(x) _T(x)-T, _ coshm(L-x)
g, T, -T, coshmL
Taxa de transferéncia de calg, = MtghmL

Distribuicdo de temperature

CASO C — EXTREMIDADE COM TEMPERATURA ESPECIFICADA
O(x=L)=6, (1)

O(x=0)=T,-T, =6, )
« 40 ..o
A solucéo geral da equagaae?— m@é=0 é:
X

O(x)=Ce™ +C,e™ (3)
Aplicando a solucéo geral na equacéo (1) obtém-se:
Ox=L)=Ce™ +Ce™ =§, (4)
Aplicando a solucéo geral na equacao (2) obtém-se:
f(x=0)=Ce™+C,e™=C,+C,=4,=C,=6,-C, (5)

Com as equag0es (4) e (5) pode-se obter as caas@ne C, :



(Hb - Cz )emL + Cze_mL = BL
ge™ -Cem+Ce™ =6

Cle™ -em)=4 -ge™ (6)
6 -0e™

CZ = eI:mL _bemL
ge™ -4

CZ = elr)nL _ e—mll:

Substituindo a expresséo @g na equacao (5) obtém-se:

6 -ge™
C =6,-C, :Hb—w
C B Hb(e—mL _ emL)_ HL + ebemL
1T -mL _ mL
e L (7
C = -ge™+8em+6 —-6,e"
17 emL _ e—mL
6 -4e™
Cl - emL _ e—mL

Substituindo as expressdes@ee C, na equacéao (3) obtem-se:

et mo_
H(X) — (0L Hbe Jemx + ( 0be —i:: Je—mx

emL _ e—mL emL )
X —mL+mx mL—mx —MX
H(X) _ge"-4ge +ge -ge

emL _ e—mL
m(L-x) _ ~-m(L-X) X X
o) = Bl = ) e ) @)
e™ —-e
oo)=af & )0 gl e
e™ —e
em(L—x) _ e—m(L—x) .\ i e — g™
6(x) _ 2 8, 2
Hb emL _ e—mL
2
6(x) _T(x)-T.. _(6./6,)sermx +serhm(L - x) ©)

g, b~ T, serhmL

A taxa de transferéncia de calgr pode ser calculada pela lei de Fourier aplicada na
base da aleta:



_ dT _ %
. = kAr dx - kAr dx o
dé - w46 _ m o _
5= mee -mC,e :&Xzo—mcle °-mC,e™ =m(C,-C,)

Substituindo as expressfes@gee C, na equagao (11) obtém-se:

dég
dx

_ {6 -6e™ ge™ -6 \_ (6 -6e™-Ge™+6
o gl _gm  gm _gm g _gm

do| _ [26 -gfe™ +em)
dX <o emL _ e—mL

i 26, e 4

— gb

do| _ | 2 2 _(-8,coshmL+4,)
— =m =m
dx|,., em -e™ serhmL

| 2
a0 __ (coshmL-4,/6,)
dx| ., ° serhmL

Assim, substituindo a expressao resultante den@2quacao (10) obtém-se:

__kp 99
qa_ kAr dx

_— {_ me, (coshmL - HL/H,D)}

0 serhmL

Sabe-se quen= /% de tal forma que:

6 = kA, hP 5 (coshmL -6, /6,)
KA, serhmL

— hP(kAr )29 (COSML _3L/3b)
%= kA, °  serhmL

q, = Meb (COSth —BL/Bb)

serhmL

ondeM =,/hPkA, §,. Assim, tem-se:

¥ (coshmL -6, /6,)
serhmL

a

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)



Assim, para condicdo de temperatura prescrita tramidade os seguintes resultados
foram obtidos:

Distribui¢&o de temperature o(x) _ T(X)-T. _ (6,/6,)serhmx +serhm(L - x)

g, T, -T, serhmL
Taxa de transferéncia de calg, = M (coshml —6./ ab)
serhmL
CASO D — ALETA INFINITA
H(X - 00) =0 (1)
8(x=0)=T,-T, =8, @)

2
A solucéo geral da equag%eg -m’8=0 é:
X

O(x)=Ce™ +C,e™ (3)
Aplicando a solucéo geral na equacao (1) obtém-se:

B(x — ©)=Ce™ +C,e™ =0=C, =0 (4)
Aplicando a solucéo geral na equacéo (2) obtém-se:
O(x=0)=Ce™+C,e™=C,+C,=4,=C, =6, (5)
Substituindo as expressdes@gee C, na equacgéao (3) obtém-se:

0(x)=(0)e™ +(4,)e™

6(x) _ T(x)-T, —em™ (©)
b, b~ T

A taxa de transferéncia de calgy pode ser calculada pela lei de Fourier aplicada na
base da aleta:

dT dg
= - - = - — 7
qa kAr dX ) kAr dX B ( )
a9 mC,e™ -mC,e ™ = L mC,e™ -mC,e™ =m(C, - C,) (8)
dx dX o

Substituindo as expressdes@ee C, na equagéo (8) obtém-se:



do

& = —m@b 9)

x=0

Assim, substituindo a expresséao resultante deg@ouacao (7) obtém-se:

qa = _kAr (_ meb) = kAr meb (10)

Sabe-se quen= P de tal forma que:
\ kA,
/ hP
4. = kAr Web

_ [hPlka ) 11
qa kAr b ( )
qa = thAr Hb

ondeM =.,/hPkA, §,. Assim, tem-se:

0, =M (12)
Assim, para condicao de aleta infinita os seguirdgssltados foram obtidos:
o O(x) _T(X)-T. _
Distribuicdo de temperature = =e
Hb Tb _Too

Taxa de transferéncia de calg, =M

ABORDAGEM ALTERNATIVA: TAXA NA QUAL O CALOR E
TRANSFERIDO POR CONVECCAO DA SUPERFICIE DA ALETA

Outra forma de se determinar a taxa de transfex&eicalor em uma aleta de secéao
transversal uniforme é através da conservacaoetgiarpara uma superficie estendida,
gue possui 0 seguinte enunciado:

Taxanaqualocaloré
transfericb porconveccég =

{Taxacondutivaatravéj
dasuperficiedaaleta

dabasedaaleta

Consequentemente, uma formulagéo alternativa gag

6. = [, HT(x)-T.JA =, ho(xja,



A area A, indica a area superficial total da aleta, incloirsla extremidade. Assim,

para facilitar o tratamento matematico, € convderiegparar a integral anterior em dois
termos: o primeiro termo levando em consideractxa de transferéncia de calor pela
superficie da aleta, excluindo sua extremidade, segundo termo levando em
consideragao a taxa de transferéncia de calorep#tamidade da aleta. Dessa forma,
sabendo quelA, = Pdx obtém-se:

0. = [, hP6(x)dx+hA, [T(x=L)-T.] = [ hPé(x)ax+ha,6(x = L)

CASO A — EXTREMIDADE COM CONVECCAO

coshm(L - x)+ (h/ mk)serhm(L — x)
coshmL + (h/ mk)serhmL

Perfil de temperatura 8(x) = 6,

Taxa de transferéncia de calog: = J'OL hP{Hb

“hA g coshm(L - L)+ (h/mk)serhm(L - L)
" coshmL + (h/mk)serhmL

coshm(L - x)+ (h/ mk)serhm(L - x) i
coshmL + (h/ mk)serhmL

Com h,P,4,,m,L e k constantes e sabendo cgezh(0)=0 e cosH0) =1 obtém-se:

_ hPg, L _ .
% = CoshmL + (h/ mk)serhmL IO [costmi{L - x)+ (h/ mk)serhml(L - x)kix
+ hAreb

coshmL + (h/ mk)serhmL

Separando em duas integrais obtém-se:

- hPég, |: L _ L ) }
% coshmL + (h/ mk)serhmL J-O coshm(L - x)dx + (h/ mk).[o serhm(L — x)dx
+ hAer

coshmL + (h/ mk)serhmL

As duas integrais podem ser resolvidas fazendobatisuicdo a=m(L-x) de tal
maneira quedx = —da/m. Dessa forma tem-se que:

L L
- hPé, ) jo coshada (h/ mk)J‘0 serhada
* coshmL + (h/ mk)serhmL m m
hAr 6b

+
coshmL + (h/ mk)serhmL



Resolvendo as duas integrais e voltando na vandoieiém-se:

hPé, (h/ mk) o
%= coshmL +(h/ mk)serth{ m[serhm o - [coshm(L X)]o}
+ hAr b
coshmL + (h/ mk)serhmL

Sabendo quserh(0)=0 e cosH0) =1 e rearranjando obtém-se:

_ hPg[senfmL - (h/mk)(L- coshmL)] , hA, 6,
. mjcoshmL + (h/ mk)serhm| coshmL + (h/ mk)serhmL

Sabendo quéPg,/m=/hPkA, 8, =M obtém-se:

_ M[sentmL - (h/mk)(1-coshmL)] + hA, 6,
i [coshmL + (h/ mk)serhmL |

Distribuindo M obtém-se:

MsentmL — M (h/mk)+ M (h/mk)coshmL + hA, 6,
%= [coshmL + (h/ mk)serhmL|

Utilizando as definicdes d®! e m pode-se mostrar queM (h/mk) =hA, g, de tal
maneira que:

_ g SentmL +(h/mk)coshml
% =M CoshmL + (h/ mk)serhmL

CASO B — EXTREMIDADE ADIABATICA

coshm(L - x)

Perfil de temperatura H(X) =6,
costmL

=0(ADIABATIC A)

Taxa de transferéncia de caloy: = J'OL hP[Hb %r(]l'l__x)}dx +hA, 6(x=L)
coshm

Com h,P,8,,m,L e k constantes obtém-se:

_ hPg, L B
ey [, leoshm(L - x)x

a



A integral pode ser resolvida fazendo a substituigé m(L—x) de tal maneira que
dx = —da/m. Dessa forma tem-se que:

L
_ hPg | IO coshada
coshmL m

Ja

Resolvendo a integral e voltando na varidvebtém-se:

= oot |- Llserm{L -] |

~ coshml

Sabendo quserh(0) = 0 e rearranjando obtém-se:

hPo, {— 1[O - serth]}

% = coshmL| m

Sabendo quserhmL/coshmL = tghmL e m=,/hP/kA, obtém-se:

A JA
= ~hP4.tghmL = L v hP+/hP@g.tghmL = ,/hPkA_ & tghmL
0. \/ﬁ blJ \/ﬁ AL kA, 6,tg

FazendoM = .,/hPkA, 8, obtém-se:
g, = MtghmL
CASO C - EXTREMIDADE COM TEMPERATURA ESPECIFICADA

6, /8, )sermmx+ serm(L - x)

6x)=4, ( serhmL

Taxa de transferéncia de caloy; = IOL hP[Hb (0L/ % )serhmx i serhm(L — X)}dx

serhmL
(6,/6,)serhmL +serhm(L - L)
serhmL

+ hAr eb

Comh,P,4,,m,L ek constantes e sabendo cgezh(0)=0 obtém-se:

hPg,
serhmL

q, = IOL [(6./8, )serhmx + serm(L — x)jdx + hA, 6,

Separando em duas integrais obtém-se:



hPg,
serhmL

R [(HL /8,) IOLsemmxdx +j0Lsemm(L - x)dx} +hA, 6,
As duas integrais podem ser resolvidas fazenddstitlicido a =mx para a primeira
integral e a=m(L-x) para a segunda integral de tal maneira gbeda/m e

dx =—da/m, respectivamente. Dessa forma tem-se que:

L L
serhada serhada
__hPg, (gL/gb)Io _.[0
serhmL m

+ hAr HL

a

Resolvendo as duas integrais e voltando na vandoieiém-se:

__hPg,
? serhmL

{(HL r{} 6,) [coshmx]; —rin[cosrm(L - x)]g} +hA 6,77

Sabendo queosH0) =1 e rearranjando obtém-se:

_ hPg,(coshmL —1)(

6 /6 +1)+hA 6
mserth L/ b ) hAr L

a

Sabendo quéPg,/m=,/hPkA 6, =M obtém-se:

_ M(coshmL -1)
%= corhmL (6./6,+1)+hA,6,

Rearranjando obtém-se:

coshml -4, /6,)
serhmL

q:M(

a

CASO D — ALETA INFINITA

O(x)=ge™
=0(ADIABATIC A)

. 00 f_—J\_ﬁ
Taxa de transferéncia de caloy; = jo hPg,e ™dx +hA, O(x - )

Comh,P,4,,m,L ek constantes obtém-se:

q, = hPBbJ': e ™dx



A integral pode ser resolvida fazenda= —-mx de tal maneira quelx = —da/m. Dessa
forma tem-se que:

Jj e’da

qa = hpeb -

Resolvendo a integral e voltando na varidvebtém-se:

==l d

a

Rearranjando obtém-se:

hPg,[ 1 17 _hPg, _ KA JKA,
- - = = hPg = vhPVhP@, = /hPkA 6
% m [em‘"’ molj m  +hP * JhP ° KA G

e
FazendoM = .,/hPkA, 8, obtém-se:

g, =M



