DEDUCAO DA EQUACAO DE CONDUCAO
COORDENADAS RETANGULARES

Consideremos agora a maneira na qual a distribidedtemperatura pode ser
determinada. Essa distribuicdo de temperatura pedéeterminada pela aplicacdo da
conservacdo da energia. Nesse caso, definimos dmmeode controle diferencial,
identificamos 0s processos relevantes de transfiaréie energia e introduzimos as
equacoes das taxas de transferéncia de calor gutagpr O resultado € uma equacao
diferencial cuja solucao, para condi¢cdes de contdascritas, fornece a distribuicdo de
temperatura no meio.

T, v, 2 ——

I 7 Quvdy

D=0 il H “/_‘“"
fT(T'lII‘ / / I’I
\

U

—

N
B

/
|
i
—3
|
o |
)
-
A
SOttt .
e P
~
S '
e - —— —
| I
)
| 1
I
1 |
L I
| '\\
I ! ~
I 1
L e —]
iy = S
3 Mo ~
Y
Y ~

Figura 1 — Volume de controle diferencidk.dy.dz, para a analise da conducéo de

calor em coordenadas cartesianas.

Considere um meio homogéneo dentro do qual n&eexiovimento global e a
distribuicdo de temperaturail’(x,y, z) € expressa em coordenadas cartesianas.
Inicialmente definimos um pequeno volume de coatriifinitesimal (diferencial),
dx.dy.dz, conforme mostrado na figura 1. Usando a primeiraa termodinamica para
formular o problema num dado instante de tempoegursgda etapa € considerar 0s
processos de energia que sao relevantes para @sseevde controle. Se existirem

gradientes de temperatura, havera transferéncaalde por conducado através de cada

uma das superficies de controle.



As taxas de calor por conducdo perpendicularemda ama das superficies de
controle nos pontos com coodenadag e z sao indicadas pelos termags ¢, e g,
respectivamente. As taxas de transferéncia de galorconducdo nas superficies

opostas podem ser entdo expressas como uma expaassérie de Taylor, onde,

desprezando os termos de ordem superiores:

0

C]x+dx = qx + a(;I(X dX (1)
oq

qy+dy = qy + a_yydy (2)
0

qz+dz = qz + anZ dZ (3)

Em palavras, a equacao 1 afirma simplesmente quenponente da taxa de
transferéncia de calor na direcdo do exxma posicaox+dx, € igual ao valor dessa
componente em somado a quantidade pela qual ela varia em relagdaultiplicado
pordx. No interior do meio pode haver também um ternra pgpresentar uma fonte de
energia, que estd associado a taxa de geracao algieenérmica. Esse termo €

representado por

E, = qoxdydz (4)

em queq é a taxa na qual a energia é gerada por unidadelg@e do meio (W/r).
Além disso, podem ocorrer variagcdes na quantidadendrgia térmica armazenada pelo

material no volume de controle. Se o material ndfoesmudanca de fase, ndo ha o

efeito de energia latente, e a energia armazerattager dada por:

: oT
E. =0c, dedydz 5)



em queoc,dT/ot € a taxa de variagdo com o tempo da energia sdrgdvmica) do
meio por unidade de volume.

Mais uma vez, é importante observar que o0s terﬁpse Ear representam
processos fisicos diferentes. O termo referenteer@mcgo de energieEg € uma

manifestacdo de algum processo de conversao dgiargre envolve de um lado
energia térmica e do outro a energia quimica, iedete/ou nuclear. Esse termo é
positivo (uma fonte) se a energia térmica estasgedada no material a custa de uma
outra forma de energia, e negativo (sumidouro) snergia térmica estiver sendo

consumida. Por outro lado, o termo relativo ao aenamento ou acumulo de energia
E, refere-se a taxa de variagéo da energia térmicazzmada pela matéria.

A Ultima etapa consiste em representar a cons@ovdg energia utilizando as
equacles de taxas previamente apresentadas. Cemasdaxas, a forma geral da

exigéncia de conservacao de energia €
E.+E,-E,=E,

Logo, reconhecendo as taxas de condugdo que enfeame as taxas de

conducio que saerk, e,substituindo as equagbes 4 e 5, obtemos

. oT
0y + qy + d, + qudde “Oox ~ qy+dy 0O, = mp E dXdde (6)

Substituindo as equacoes 1, 2 e 3, segue que

0q oq oq . oT
——Xdx—-—~dy—-—%dz+ qdxdydz = — dxdydz 7
I oy y =, 92+ daxdydz = pc, — - dxdy (7)

As taxas de calor por conducao podem ser avaleg@astir da lei de Fourier:

g, = —kdydzg—T 8
X



oT

q, = —kdxdza—y (9)
q,= —kdxdyaa—z (20)

em que cada componente do fluxo de calor das egs@&;® e 10 foram multiplicados
pela area da superficie (diferencial) de contrpl@ariada, a fim de se obter a taxa de
transferéncia de calor. Substituindo as derivadaseduactes 8, 9 e 10 na equacgao 7 e

dividindo todos os termos pelas dimensées do volieneontrole(dx.dy.dz), obtemos:

0(,0dT 0(,dT d(,0T oT
S P P A P L 11
ax[ ax) ay( ayJ az( azj 4= 2% ot (1)

A equacédo 11 é a forma geral da equacao de difls&alor em coordenadas
cartesianas. Essa equacao, conhecida como equacatod € a ferramenta béasica para
a andlise da conducdo de calor. A partir de suac&o| obtemos a distribuicdo de
temperaturaT(x, Y, z) como uma funcdo do tempo. A aparente complexidbdsa
expressdo ndo deve obscurecer o fato de que etaedesuma condicdo fisica
importante, ou seja, a conservacao de energia.nbevéer um entendimento claro do
significado fisico de cada um dos termos que aparagessa equacao. Por exemplo, o
termo a(kaT/ax)/ax esta relacionado ao fluxo liquido de calor pordeaydo para o
interior do volume de controle na direcdo da cooada do eixox. Dessa forma,

multiplicando essa parcela pix, tem-se:

0(,0T .
—| k—|dx=q, - 12
ax( axj X qx qx+dx ( )

com expressodes similares aplicadas aos fluxosiredsy e z. Portanto, em palavras,
a equacéao do calor, equagao 11, estabelece quguaquer ponto do meio, a taxa de

energia liquida transferida por conducao paraeriot de um volume unitario somado



a taxa volumétrica de geracdo de energia térmica dger igual a taxa de variacdo da
energia térmica armazenada no interior desse volume
Com frequéncia, é possivel trabalhar com versibeglificadas da equacéo 11.

Por exemplo, se a condutividade térmica for cotstanequacéo do calor é:

v (13)

em quea =k/pc, € a difusividade térmica do meio. SimplificacOeticianais da

forma geral da equacdo do calor sdo frequentemeogsiveis. Por exemplo, sob
condicbes de regime estacionario, ndo ha variacdoquantidade da energia

armazenada; entao, a equacao 11 se reduz a

i(ka—TJ+i ka—T +i(ka—T)+q:O (14)
ox\_ ox) ody\ o9y) 0z\ o0z

Além disso, se a transferéncia de calor for unédisional (por exemplo, na
direcéo do eixx) e se ndo houver geracao de energia, a equagiorétiuz a

i(kd—Tj =0 (15)
dx\ dx

A importante consequéncia desse resultado é dle,estado estacionario,

unidimensional, sem geracao se energia, o fluxcatter € uma constante na direcdo da
transferéncie(dq; Jdx = 0). A equacéo do calor também pode ser escrita endlenadas

cilindricas e esféricas. Os volumes de controlerdifciais para esses dois sistemas sédo

mostrados nas figuras 3 e 4.
COORDENADAS CILINDRICAS

Quando o operadof]) é representado em coordenadas cilindricas, a forma

geral do vetor fluxo de calor, e, portanto, a Furier, é



q =-kOT = —k(i o +jE—+ k—j (16)

. oT n k T . oT
=—-k— = =-k— 17
q o %= % % (17)

sdo as componentes do fluxo de calor nas direcg@disl,r circunferencial e axial,
respectivamente. E importante observar que o gradie temperatura na lei de Fourier
deve possuir unidades de K/m. Por esse motivo,vatiaa 0 gradiente para uma
coordenada angular, ele deve estar expresso ernge@enuma variacao diferencial do
comprimento de arco. Por exemplo, a componente l@m® fde calor na direcéo

circunferencial no sistema de coordenadas cilindrié g, =—(k/r)@T/d¢) e ndo

q, =-k(0T/d¢). Isso pode ser visto mais facilmente pela figura 2:

Tg+dg

dg \

1

Figura 2 — Esquema utilizado para calcular o fldgacalor na direcao circunferencial

de um sistema de coordenadas cilindricas.

Considerando um volume de controle diferencial fidgmra 3, de volume
dV =dr.rd¢.dz, e aplicando o principio da conservacdo da enemidoema de taxa
obtém-se:
qr - qr+dr + q¢ - qwd(p + qz - qz+dz + Eg = Ear (18)

O termo de geracao de energia é calculado como:

E, =daV = g(dr rdedz) (19)



Figura 3 — Volume de controle diferencil.rdg.dz, para a analise da conducao de

calor em coordenadas cilindricsg, ).

O termo de armazenamento pode ser calculado como:
E, = pchp%—I = p(dr.rdqadz)cp%—-[ (20)

As taxas de calor por conducdo perpendicularemda ama das superficies de

controle nos pontos com coodenadag e z sao indicadas pelos termgs, g, € q,,

respectivamente. As taxas de transferéncia de galorconducdo nas superficies
opostas podem ser entdo expressas como uma expaassérie de Taylor, onde,

desprezando os termos de ordem superiores:

daq
=q +—"dr 21
qr+dr qr ar ( )
aq
Uprap = 0, +a—¢”; dg (22)

oq
=q,+—=dz 23
qz+dz qz az ( )



Utilizando a lei de Fourier, as expressdes pataxas de transferéncia de calor

por condugao séo:

oT oT
= -kA — = —k{rdgdz)— 24
kA = - = ~k(rdguiz) > (24)
oT _ oT
=- —k(drdz 25
9y =—kAy 5= ~Kldrdz) © (25)
oT oT
=—kA,— =-k(dr.rd 26
kA, — = ~k(drrdg) (26)
Substituindo as equacdes 19, 20, 21, 22 e 23usxaq 18 obtém-se:
dg, _0d, 0q, , . oT
-—t - -—%+q\dr.rdedz)= pldr.rd@dz)c, — 27
o op o1 Gdr rdedz) = pldr rdgdz)c, (27)
Substituindo as equacdes 24, 25 e 26 na equagalm@m-se:
0 0 oT 0 oT
d dr -—| —kldrdz dg——| —kldr.rd dz
ar[ ( W)ar} 6¢{ ( )ra(p} ¢ 62[ ( C”)a }
+q(dr.rdedz) = p(dr rdgdz)c, Y
(28)
Dividindo a equacéo 28 pair.rd¢.dz e rearranjando obtém-se:
10 oTy 1 0(,0T), 0(, 0T oT
kr— |[+=—| k k— |+gq=p0c,— 29
rar( arj rzarp( 6¢J az( 62} 4= o5 (29)

COORDENADAS ESFERICAS

Em coordenadas esféricas a forma geral do veteo flle calor da lei de Fourier é:



q =-kOT =-k ia—T+j£a—T+k 1 ot (30)
or roé rserd oy
em que
. oT ; k oT ; k aT
=-k— i == - 31
G or %= 50 %= e 0p (31)

sdo as componentes do fluxo de calor nas direcadglr polar e azimutal,

respectivamente. Novamente é importante obsenarmguradiente de temperatura na
lei de Fourier deve possuir unidades de K/m. Pee @sotivo, ao avaliar o gradiente
para uma coordenada angular, ele deve estar egpeesstermos de uma variagcado
diferencial do comprimento de arco. Por exemplopmponente do fluxo de calor na

direcdo polar de um sistema de coordenadas esfégiag =—(k/r)(0T/06) e néo
g, = —k(0T/06), assim como a componente do fluxo de calor na @tirezimutal de

um sistema de coordenadas esféricag & —(k/rsend)(0T/0¢) e n&ogq, = - (0T/09).

Considerando um volume de controle diferencial dguré 4, de volume

dV =dr.rserdd¢.rdd, e aplicando o principio da conservacao da energidoema de

taxa obtém-se:

O = Oracr + Gy~ Opuctp+ Op ~ g + By = Ey (32)
O termo de geracao de energia é calculado como:

E, =qdV =q(dr.rser®grdo) (33)
O termo de armazenamento pode ser calculado como:

. oT oT
E, = pchpE = p(dr.rserﬁdqard@)cpa (34)
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Figura 4 — Volume de controle diferencidl.rserdd¢.rdd, para a analise da conducéo

de calor em coordenadas esférifag,6).

As taxas de calor por conducéo perpendicularemda ama das superficies de
controle nos pontos com coodenadag e 6 sdo indicadas pelos termgs ¢, e g,,
respectivamente. As taxas de transferéncia de gaorconducdo nas superficies

opostas podem ser entdo expressas como uma expaassérie de Taylor, onde,

desprezando os termos de ordem superiores:

0

Opugr = + ac:f dr (35)
daq

Uprap = Gy +a—;d<0 (36)
0

Uo+a0 = Qo +£ dé (37)

Utilizando a lei de Fourier, as expressdes pattaxas de transferéncia de calor

por condugéo séo:

q =-kA ‘Z—T = —k(rserﬁdard@)g—T (38)
r r



oT oT
= -kA,—— =—k(dr.rd@ 39
% rog ( )rsen%qo (39)
oT oT
= -kA, — = —-kldr.rserdp)—— 40
0 = ~kAy = =K oy (40)
Substituindo as equacdes 33, 34, 35, 36 e 37umcaq 32 obtém-se:
09, _99, 9q, , . aT
-——L - - +gldr.rsere@rd@) = pldr.rserédegrdf)c, — 41
o op a6 o( ordé) = p( prdee,— (41)

Substituindo as equacdes 38, 39 e 40 na equagaintérh-se:

0 oT 0 oT
-—| —k(rser@rd@)— |dr ——| —k(dr.rd@ d
ar[ ( 4 )ar} aqo{ ( )rserﬁﬁw} ¢
0 oT oT
——| —k(dr.rser&d@p)—— |d@ + gldr.rserd@rdf) = pldr.rserdgrdf)c, —
ae{ ( ‘”)rae} o grd6)= p( prdé)e,—
(42)
Dividindo a equacéo 42 palr.rserdd¢.rdé e rearranjando obtém-se:
10 oT 1 o0, 0T 1 0 oT oT
——| kr®=— |+ —| k— |+ —| kserf— [+gq=pCc,— 43
r? ar[ arj r’sert@ aqo( 6¢j r’serd 60( 69) 4= 2% 5 (43)

RESUMO DAS EQUACOES DE CONDUCAO E VETOR FLUXO DE CALOR

a) Coordenadas retangulares

0(,0T 0(,0T 0(,0T . oT
—| k—|+—|k—|+—|k— |+ q@ = pc,—
ox\ ox) ayl oy oz\ oz = P ot
—_—— —_— [ axa —

volumétria taxade

taxadeenergia taxaleenergia taxadeenergia = . e
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diregaodoeixox direcaodoeixoy diregéodoeixoz omeio
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devolume devolume devolume devolume



. 0T . 0T oT
g =-kOT =kl i—+ j—+k—
0x oy 0z
. oT ; oT . oT
=k g=kE g=-kE
0X oy 0z
b) Coordenadas cilindricas
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c) Coordenadas esféricas
10 oT 1 0(,dT 1 0 oT . oT
D A T A SAay e,
reor or ) r’serf@op\ dp) r’serdad 00 - ot
voILFrg(gtri(a taxade
ad i i ad i X e .
qutﬁ)éaﬁgggfrgga |iqt$>é§§:2§frg§a qutt?iéat?eelggfrgrld?a gggﬁg@ia: va}rlagacdaengrg:a
porconducdma porconducima porconducéma térmic% term:(j:a(se_nsw
d|re(;aod_geléor direcaodoeixop d|regaod_tée|§cé€ porg;?i?jlgde
e or unida
%Oer\lljgllur%e pcfébﬂ'lﬂﬁie %evolume devolume
. 0T . 10T 1 0T
q =-kOT =-k|i—+ j——+ —
or rog rsendog
. _aT _kaT k oT
=K GE-ol gE-_ o
or rod rserd dg



