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5.7 O SOLIDO SEMI-INFINITO

e Corpo que se estende até o infinito em todas ag@hs, exceto
umasuperficie identificavel

« Se uma mudanca de condicdes for imposta a essafisigpe
ocorrera conducao transiente no interior do solido.

* A equacao do calgrara osolido semi-infinitoe:

0°T _10T
ox> aq ot

» A condicdo iniciaé dada porT(x,0)=T



e A condicao de contorno no interior do soltem a forma:
T(x - o0,t)=T,

* A segunda condicao de contorno pode ter trés formas

Case (1) Case (2) Case (3]
T, 0 =T, T, O} =T, T, 0) =T,
T, 0="T, —kdTioxl, _o =g —k aTiax|, _ o = KT - 10, )]
Ti— T h
fa— T T
I—l-_l'
Tix, 1)
T!




» SolucOes analiticas podem ser obtidas ps¥a condicoes na
superficig impostas instantaneamente t =0.

« CASO 1 -Temperatura na superficie constaT(0,t) =T,

X,U)—=1g _ X () — KT =T,
T(Ti t—)TST —erf(mj a,(t) = ('Jl'ﬂ'l')

« CASO 2 —Fluxo térmico na superficie constarg, =q,

T(xt)-T = 20, (at 1) ex;{— 4)§'tj - q;Xerfc( A j

K k 2\/at




=h[T, -T(0,t)]

x=0

T(x,t)-T _ X ) hx . h’at X  hiat
T -T _erfc(m) {ex{k % ﬂ{erfc(zﬁJr K ﬂ

0(t) = h[T., ~T.(t)]

« CASO 3 —Conveccao na superfici= kc;_')l'(

e erf (w) é afuncéo erro de Gausserfc(w)=1-erf (w) é afuncéo
erro complementar de Gauss

» Valores deerf (w) estdo tabelados no Apéndice B.2.

o Histdricos de temperaturas em um solido semi-itffintom
conveccao na superfiggodem ser visualizados abaixo:
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e Um caso de interesse envolve o contato térmice elalis solidos
semi-infinitos, inicialmente T,; e Ty;.




L T
 No momento do contato, as superficies assumemoo gaT, na
qual Tg; <T,<T,;. A temperatura superficial de equilibrpmde

ser obtida por um balanco de energia na superéniee 0s
solidos semi-infinitos:

kA(Ts _TA,i) — kB (Ts _TB,i) _ (km)],iz-r i
(e () e

q;,A = q;,B — =



Funcao Erro de Gauss

w erf w W erf w w erf w
0.00 0.00000 0.36 0.38933 1.04 0.85865
0.02 0.02256 0.38 0.40901 1.08 0.87333
0.04 0.04511 0.40 0.42839 1.12 0.88679
0.06 0.06762 0.44 0.46622 1.16 0.89910
0.08 0.09008 0.48 0.50275 1.20 0.91031
0.10 0.11246 0.52 0.53790 1.30 0.93401
0.12 0.13476 0.56 0.57162 1.40 0.95228
0.14 0.15695 0.60 0.60386 1.50 0.96611
0.16 0.17901 0.64 0.63459 1.60 0.97635
0.18 0.20094 0.68 0.66378 1.70 0.98379
0.20 0.22270 0.72 0.69143 1.80 0.98909
0.22 0.24430 0.76 0.71754 1.90 0.99279
0.24 0.26570 0.80 0.74210 2.00 0.99532
0.26 0.28690 0.84 0.76514 2.20 0.99814
0.28 0.30788 0.88 0.78669 2.40 0.99931
0.30 0.32863 0.92 0.80677 2.60 0.99976
0.32 0.34913 0.96 0.82542 2.80 0.99992
0.34 0.36936 1.00 0.84270 3.00 0.99998

» A funcéo erro de Gauss ¢é definida pela relacao:

_ 2 w 2
erf(w)—ﬁ joe dv



* A solucao para o CASO 1 pode ser obtida utilizaadariavel de
similaridaden na qual a equacao do calor, que é wnaacao
diferencial parcialé convertida em umaequacao diferencial
ordinaria

A idéia da variavel de similaridade & quelependente dos
valoresdex et a temperatura pode ser representada oom:
unica funcaaen.

 No caso do solido semi-infinito, essa téecnica edeabkomente
para o0 CASO 1. Para os CASOS 2 e 3 a técnicaatasformada
de Laplacgpode ser utilizada.

* A variavel de similaridade no CASO 15=_ %
(4at)**




* Problema original do CASO 1.

0°T 10T
o ==2" T(x0)=T T(x = 0,t)=T T(0,t)=T
S =0 TO)=T, Tx = eot) =T, T(0)=T,

e Obtencéo das derivadas da E.D.P. utilizando awema

oT _dTon_o| x [dT_ 1 dT
0X dnox 0x|(4at)'? |dn  (4at)**dp

azT:d[aT}an:d 1 dT]af x | 147
ox> dnplox]ox dn|(4at)?dn |ox| (4at)'? | 4atdn?



oT _dTop_0d| x |dT__1 x dI__npdl
ot dnot ot| (4at)? |dn  2t(4at)?dn  2tdp

e Substituindo as derivada®T/ox* e dT/dn na E.D.P. original
obtémse:

1 d°T_ g dT d7T
=-1 =" =
datdn®  2atdn  dp?

__opdT
= 2l7d/7

» As condicOes de contorno tornase:
T(x - 0,t)=T, =T(7 - ) =T,

T(0,t)=T,=>T(7=0)=T.



« A forma deT(7) € obtida pelaeparacio de variaveda E.D.O.:

d(dT/dn)
(dT/dn)

==2n7dn
 Integrando, terse que:

In(dT/dr)=~* +Cl':>g,T7 =C,expl-17°)

 Integrando uma segunda vez obtemos:

T= Cl_[: expl—u?)du +C,



 Utilizando as condi¢cdes de contorno obigenque:

2T =T _
C, = (7'7]/2 ) c,=T

« A distribuicao de temperaturas pode ser represaiuad

_-E :is = (z/nj/z)j: expl-u?)du = erfy :>T(_I)_:’t_)_FSTS = erf{(dra)t()m}

» Ofluxo de calor superficiad obtido pela lei de Fourier ex=0:

" oT
= -k
% oX

- k(T _Ts)d(erf/7)617

k(T,-T)
20 dn  0Ox >

=0, =
7=0 (rmrt )"




5.8 FEITOS MULTIDIMENSIONAIS

 Problemas transientes sao frequentemente encostraho
situacoes bidimensionais e tridimensionais.

« A solucao de tais problemas pode ser obtida a rpddi
combinacao das solucoes transientes unidimensipagasparede
plana, cilindro infinito e solido semi-infinito

e Seja 0 problema bidimensional transiente abaixo: almdro
curto (comprimento e diametro comparaveis) inicele aT,

subitamente imerso em fluido com# T..

» A temperatura no interior do cilindro dependera dr e t.
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« Parapropriedades constantessem geracao de energe forma
bidimensional da equacao do calor em coordenadislraas
(r,z), substituinda porx, é:



1oom) 9T _1a1
rorl or ) ox* a ot

e Espera-se que a solucao pardisribuicao de temperaturam
cilindro seja na formd (r,x,t) e a solucdo para o problema de
conducao bidimensionalo cilindro de raicr, e compriment2L

pode ser escrita pela composicao da solucao parailundro
Infinito de raior, e da solugao para parede plana de espe2lura

T(r,xt)-T, _T(r,t)-T,
-I-i _TOO -I-I _TOO

Parede
Plana

ciindo T =T

Infinito

e A expressao acima pode ser reescrita como:



A(r,x,t) _6(r,t)

8 8

Cilindro 9'
Infinito

L6 =C(r t)xP(X 1)

Parede
Plana

 ParaF0>0,2 as solucoOes transientes unidimensionais parade
plana e cilindro infinito podem ser utilizadas com o primeiro
termo da série infinita.

« Nas figuras abaixo podem ser Vvisualizadagometrias
multidimensionaisna qual a solucao geral pode ser obtida
utilizando oproduto de solucdes unidimensionais

» A coordenadéax para osolido semi-infinitoé medida aartir da
superficiee para gparede planala é medida aartir do plano
meédia



S(x, 1) P(x, 1)

A

(a) Semi-infinite (b) Plane wall (c) Infinite cylinder
solid
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« Uma versdo modificada da solucdo produto tambéne (sl
usada para determinar a transferéncia de caldrttatessiente a
partir de ou para uma geometria multidimensionilizando os
valores unidimensionais, conforme mostrou Langstari982.

« Para umajeometria 2Cformada por geometrias 1De 2:

BRG]

 Para umayeometria 3formada por geometrias 1D 2 e 3:

alAl @I RIS HS)



5.9 REPRESENTACOES GRAFICAS DA CONDUCAO
UNIDIMENSIONAL TRANSIENTE — CARTAS DE HEISLER
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5.10 AQUECIMENTO PERIODICO

e« Surge em situacdes tais como 0O processamento térgec
materiais utilizanddaser pulsante acoleta de energia solar

 Por exemplo, para o solido semi-infinito mostradmaigo o0
problema a ser resolvido tem a seguinte forma:

\T{ L) =T, + ATsin(wt) az-l- 10T




» A solucao desse problema tem a seguinte forma:
T(X’A?__T‘ = expl-x./aw/2a]senfut — x\/aw/2a]
0.(t) = kAT /a/aser(at + 71/4)

c . frequéncia [1/s]
AT : amplitude da variacao da temperatura superfistabl K]

* 0, € aespessura de penetracao termgue € uma indicagao da
extensdo na qual efeitos de temperatura signymsiti se
propagam no interior do meio. Pex>9d, =4./a/« a amplitude

da flutuacao da temperatura esta reduzida em apac@mente
90% em relacao a superficie.



EXEMPLO: Um meio de armazenamento de energia tarndc
constituido de uma grande massa de calcario. Ariesmta é
bombeado atravées de uma fissura no calcario, dar8@e altura, 5

m de comprimento e 5 m de largura, a uma velocidEd m/s,
fornecendo um coeficiente de transferéncia de cahire 0 ar e o
calcario de 10 W/AmK. Ao longo de um periodo de 24 horas, a
temperatura na superficie do calcario adjacentereerde de ar e
proximo de sua entrada exibe um comportamento gieadcom
valores maximo e minimo de 302 e 298 K, respectardm

Limestone

W= 5 m
Z Air

" outlet




(a) Determine os valores minimo e maximo da tempexatiar ar
Proximo a sua entrada.

(b) Determine o fluxo térmico maximo para o ar duranperiodo de
24 horas proximo a entrada. Determine as tempasate entrada e
saida do ar no tempo correspondente ao fluxo térmaximo no ar.

(c) Determine as temperaturas de saida do ar nos $empo
correspondentes as temperaturas de entrada maxmiranea.

(d) Represente graficamente a temperatura de entradar,da
temperatura da superficie do calcario e o fluxocder para o ar
durante as 24 horas.

(e) Qual e a espessura de calcario necessaria paaatigajue o
calcario possa ser visto como um meio semi-infiito
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5.11 OBJETOS COM TEMPERATURAS OU FLUXOS
TERMICOS CONSTANTES NA SUPERFICIE

 Nos topicos 5.5 e 5.6 foram mostradas solucdoes parade
plana, cilindro e esfereomcondicéo de conveccao na superficie

« ParaBl =« essas solucoes podem ser utilizadas pamndicao de
temperatura superficial constante

* No topico 5.7 foram mostradas solucoes paego semi-infinito
com condicOes de temperatura na superficie constahiep f
termico na superficie constante e conveccao nafstipe

 Esse topico enfatiza solucbes transientes paratosbjeom
condicao de temperatura e fluxo superficial coriegan



5.11.1 CONDICOES DE CONTORNO DE TEMPERATURA
CONSTANTE

SOLIDO SEMI-INFINITO:

o Paratemperatura superficial constaméuxo de calor é:

A (t) = k(}%)

e E conveniente escrever Utaxo de calor na forma adimensional

0, L,
k(T.-T,)

q =



» Substituindo a expresséo ddt) na expressdo dg obtémse:

_k(T,-T) L 1 . 1
Jmt k(T -T) Wz(at/l_2 RN =

TRANSFERENCIA DE CALOR NO INTERIOR: PAREDE
PLANA, CILINDRO E ESFERA:

« Parede planad = iCn expl- ¢2Fo)cod7. x')
n=1

« Cilindro infinito: & :iCn expl- 2Fo)3,(7.r")
n=1



n

* Esfera:d = iCn exp(— ZfFO)%Ser(an*)
n=1

e Utilizando as trés solucOes anteriores Bl = em conjunto
com a lel de Fourier e a taxa de calor adimensipaale-se

representaq em funcdo do nimero de Fourier.

TRANSFERENCIA DE CALOR NO EXTERIOR: VARIAS
GEOMETRIAS:

 Nesse caso, considera-se um objeto imerso em um er&rior
de extensao infinita, inicialmentel.a Subitamente a temperatura

superficial do corpo é alterada pcla Em casos exteriores, o
comprimento caracteristiccl, = (A /47)*°.
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RESUMO CE RESULTADOS DE TRANSFERENCIA DE CALOR
TRANSIENTE PARA CASOS DE TEMPERATURA CONSTANTE
NA SUPERFICIE

gFe)
. Approximate Solutions .
Length Exact Maximum
Geometry Scale, L, Solutions Fo<0.2 Fo=0.2 Error (%)
Semi-infinite L (arbitrary) ]_ Use exact solution. none
\ufTrFo

Interior Cases

Plane wall of L 2 exp(—LiFo) &= (n— ) 7 ] 2exp(—&Fo) & =72 17

thickness 2L o=l VwFe

Infinite cylinder r; 2 .exp(—{i Fo) Jyi,)=10 2 - 0.50— 0.65 Fo 2 cxp{—ﬁ Fo) &= 24050 0.8

=1 VarFo
; - > y 1 2 .
Sphere T, 2y exp(—¢ Fo) {,=nm — 1 2exp(—iyFo)y L= 6.3
P a rgl P n n \,—ﬁ P 1 1
Exterior Cases
1 ;
Sphere T, + 1 Use exact solution. none
’ V7Fo
—_— i 1 % i
Various shapes (A, f4m)l? none +gq.. g, from Table 4.1 7.1
(Table 4.1, Vmko

cases 12-135)

g% =gt L (T, — T) and Fo = ai/L2 where L, is the length scale given in the table, T is the object surface temperature, and T’ is (a) the initial object temperature for the interior cases
and (b) the temperature of the infinite medium for the exterior cases.



5.11.2 CONDICOES DE CONTORNO DE FLUXO TERMICO
CONSTANTE

SOLIDO SEMI-INFINITO:

» Parafluxo de calor constanta distribuicao de temperaturas é:

T(x,t)—Ti=2q;(a;[</ﬂ)wex[{_:;j e O(zf )

e E conveniente escrever Utaxo de calor na forma adimensional

0, L,
k(T.-T,)

q =



« ExpressandoT (0,t)-T utilizando o perfil de temperaturas e

substituindo na expresséo geobtémse:

TRANSFERENCIA DE CALOR NO INTERIOR: PAREDE
PLANA, CILINDRO E ESFERA:

» SolucOes para esses casos podem ser vistas grafieam

TRANSFERENCIA DE CALOR NO EXTERIOR: VARIAS
GEOMETRIAS:

» SolucOes para esses casos podenvistas graficamente.
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RESUMO DE RESULTADOS DE TRANSFERENCIA DE CALOR
TRANSIENTE PARA CAS® DE FLUXO TERMICO
CONSTANTE NA SUPERFICIE

qg*HFo)
Approximate Solutions
Length Exact Maximum
Geometry Scale, L, Solutions Fo<0.2 Fo=0.2 Error (%)
Semi-infinite L (arbitrary) & ,-"i Use exact solution. none
2\ Fo
Interior Cases - . — =
1 aexp(—g Fo) |~ 1 |7 e
Plane wall of L Fo-i—;—ﬁzi,z £a=n1r 2+ Fo Fo -‘r; 53
thickness 2L i azl a =V = L
o 13 exp(=4: Fo) [ 1 [z @ I ]!
- ; : P s e G N N PR = = R A 2 = 2
Infinite cylinder T [_Fo 2k i) Q’i ] Q&) =0 2WFo 8 _uFo + 1 2.1
| &exp(~& Foy | 1 [z @ I L]

Spher ; 3 e = = e 3 = 5

Sphere ¥o [u’:‘o + 5 P {5 tan{{,) = £, WFo & i 3Fo + 5 4
Exterior Cases —

3 . _ 3 12y7-1 Lym o 0.77 -

Sphere ra [1— exp(Folerfc(Fo )] 3\ Fo + ) i o] 32

Various shapes

(Table 4.1, —

L olaw . & 0.77
cases 12-15 ; e oo e LN oL SN ;
cases 12—-15) (A 41) none 2\'| Fo T4 e + gt unknown

g# = g LIT, — T;) and Fo = /L2 where L, is the length scale given in the table, T, is the object surface temperature, and T, is (a) the initial object temperature for the interior cases
and (b) the temperature of the infinite medium for the exterior cases.



