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4.1 ABORDAGENS ALTERNATIVAS
« 1° objetiva determinar a distribuicdo de temperaturas no meio
 2° objetiva determinar o fluxo térmico em pontos de interesse

 Para conducao bidimensional ex,y em regime estacionario,
sem geracao de energia e ckrmonstante obtérse:

0°T 0°T
+

o oy =0 (equacao de Laplage

» A solucéo da equagdo anterior fornT(x,y) em qualquer ponto
no interior do meio e é uma tarefa facil determq,ae qy



 Podem ser utilizados:

1.Abordagens analiticas
2.Solucdes graficas
3.Métodos numeéricos (elementos finitos, difererigams,
elementos de contorno, volumes finitos)
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4.2 O METODO DA SEPARACAO DE VARIAVEIS

e Seja uma placa retangular delgada ou um longodast@ngular:

; : 0°T . 0°T -0
W [ x> oy°
T(x,0)=T,
T, — Tx, v) - T(xW)=T,
T(Oy)=T,
GI:I - 7 —
» T(Ly)=T,



e Introduzindo a transformagd@=(T -T,)/(T,-T,), as equacdes
do problema s&o reescritas como:

P 0°6 , 96 _ |,
wT [# x> dy°
6(x,0)=0
Ty, @ =0 — [ — 7). ¢ =0 6(x,W)=1
6(0,y)=0
. i
3 Lrl,e:D L 6(L.y)=0



« Com a transformacéo de variaveigs das quatro condicoes de
contorno sao agora homogéne <6 <1.

« O metodo daseparacao de variaveimdica que a solucao

pretendida pode ser escrita comproduto de duas funcgasma
dependente dx e outra dependente y2

B(x,y)= X(x)¥(y)

- Utilizando a solucad(x, y) pode-se obted?8/0x* e 8°6/ay”:

0 a{v(y)ax(x)} v

06 _ 3[X(x)Y(y)] —v(y)™X (%) _, dx

OX 0X 0X ox° OX



00 _ o[ X(x)Y(y)] _ (x) ov(y)_ 0%6 _

oy oy oy oy

« Substituindo na equacao diferencial e dividindo XY

2 2 2 2

YdX XdY 0 _1d>2(: 1d\2(

dx? dy” X dx Y dy
%/_J

— ~ —
ndoéfuncdodey  npzosfuncaodex

A unica forma pela qual a equacao anterior sejafesdh para
guaisquer valores ¢x:ey € que ela seja constante.

1d X _1d?%
X dx Ydy
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2

X +A°X =0

» 1° Equacao diferencial ordinari 3
X

2

« 22 Equacéo diferencial ordinériz—z -Y =0
y

* Deve ser notado queeamuacao diferencial parcifdi reduzida a
duasequacoes diferenciais ordinarias

» As solucbes para as duas E.D.Os sdo mostradasuramliasico
de equacoes diferenciais e tem a seguinte forma:

X (x) = C, cosAx + C,serAx Y(y)=Ce? +C,e"



» A solucéao geral bidimensional tem a seguinte forma:
6(x, y) = (C,cosix+C,semx)(C,e™ +C,e")
» Aplicando a condicdg(0, y) =0 obtémse:
6(0,y) = (C,cos10+C,sem0)(C,e™ +C,e”)=0=C, =0
» Aplicando a condi¢dé(x,0) = 0 obtémse:

6(x,0) = (C,senix)(C,e° +C,e"°) = 0=C,serAx(C, + C,) =0

« SeC, =0 obtémse qued(x,y)=0, o que nio satisfaz a exigéncia
qued(x,W)=1.



« Dessa forma terae queC, = -C,.

» Aplicando a condicdé(L,y)=0 e fazendC, = -C, obtémse:
6(L,y)=(C,semL)-C,e™ +C,e”)=0=C,C,senlL(e” -e™)=0

« A equacao anterior € satisfeita quando:

ser(AL)=0= AL =nn=A :”—L” n=123,...

» O valorn=0 foi descartado pois implica eéfx, y)=0.

* A solucdo agora é expressa como:



6(x,y) = (C4Czsen%j(e””// L gy L)

» Sabendo que(e™" -e™")=2sem(n7y/L), combinando as
constantes e admitindo que a nova constante pepsader de:

o(x,y)= (C4C25ennij23em(nll_yj =0(x,y)=C sennT serh Iiy

« Cono 0 problema é linear, a solucdo pode ser esciota p
superposicao, ou seja:

a(x,y) = icnsenn%u serhn%y
n=1



« Para determineC, utiliza-se a condicdo de contoré(x,W) =1:

n7\WW

A(x,W) = iCnsenn%usem 1
=1

» A determinacao dC, e feita peleexpanséao da unidade em série
de Fourieyou seja:

 Comparando as expressoes anteriores ebem



_ A1)+ _
Cn = n/seni{n7av/ L) DSEAE

 SubstituindcC_ na solucao geral obtemose@lucéao finaparag:

_T-T 29 ()™ 41 nix serh(n7y/ L)

9 y - - |
(Y] T,-T, 7% n L seniin7aV/L)

* O fluxo de calor em cada posic¢X,y é determinado por:
q'=ig, + ja,

g, = —k(dT/dx) g, = —k(dT/dy)



ISOTERMAS E LINHAS DE FLUXO DE CALOR PARA A
CONDUCAO BIDIMENSIONAL EM PLACA RETANGULAR
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4.3 O FATOR DE FORMA DA CONDUCAO E A TAXA DE
CONDUCAO DE CALOR ADIMENSIONAL

e Alguns problemas bidimensionais e tridimensionai® d
transferéncia de calor emegime estacionariopodem ser
analisados rapidamente atraves fdtor de formaS. Nesses
casos, a taxa de transferéncia de calor é repaekepor:

q=HKAT,_,

« Uma resisténcia térmica condutiva bidimensiongbode ser
representada como:

1

R ,cond (2D) = S(



FATORES DE FORMA DA CONDUCAO E TAXAS DE
CONDUCAO DE CALOR (11 casos)

i) Shape factors [qg = SE(T, — T3]

System Schematic Restrictions Shape Factor
Case 1 T
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Case 5

Horizontal circular cylinder
of length L midway between
parallel planes of equal
length and infinite width

Case 6

Circular cylinder of length L
cenlered in a square solid of equal length

Case 7
Eccentric circular
cylinder of length L

in a cylinder of
equal length
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Case 8

Conduction through the
edge of adjoining walls

Case 9

Conduction through corner of
three walls with a temperature
difference AT, _, across

the walls

Case 10

Disk of diameter D and temperature T
on a semi-infinite medium of thermal
conductivity £ and temperature T

Case 11

Square channel of length L

L ~T;
4 '.A'_Tz

—W—|

L < length and
width of wall

None
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e Para casos gue envolvem meio infinito resultadess {godem ser
obtidos com a definicdo de uromprimento caracteristico

)

e A taxa de transferéncia de calor é calculada emadasrde uma
taxa de conducao adimensianal

q:e = qLc/kA%(Tl _TZ)

« Dessa forma a taxa de conducao é:

q = q:ekA%(Tl _TZ)/LC



FATORES DE FORMADA CONDUCAO E TAXAS DE
CONDUCAO DE CALOR ADIMENSIONAIS (11 casos)

(b)) Dimensionless conduction heat rates [g = g% kAT, — ToVL: L, = (A, 47"

System

Schematic

Active Area, 4,

q%

Case 12

Isothermal sphere of diameter £
and temperature T} in an infinite
medium of temperature T,

Case 13

Infinitely thin. isothermal disk
of diameter [ and temperaiure T
in an infinite medium of
lemperature T,

Case 14

Infinitely thin rectangle of
length L, width w, and
lemperature T in an

infinite medium of
lemperature T,

Case 15

Cuboid shape of height o
with a square footprint of
width D) and temperature T

in an infinite medium

of temperature T,
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0.1 0.943
1.0 0.956
20 0961
10 1.111




« Para geometrias unidimensionais fatores de formaéan podem
ser definidos:

Parede planeS :é
Parede cilindriceS= Zit
In(r,/r,)
4,

Parede esféericiS =

I, = rl)



