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« UNIDIMENSIONAL: apenas uma variavel € necessaria para
descrever a variacao espacialvdaaveltemperatura

« ESTACIONARIO:. a temperatura, em cada ponto do sistema, é
Independente do tempo

« OBJETIVOS

1.Determinar 0 campo de temperaturas para geometiea
Interesse, tais como parede plana, cilindro e &sé&m e com
efeitos de geracao interna de calor.

2.Determinar a taxa de transferéncia de calor para&asos
acima.

3.Tratar o problema da conducao unidimensional letasy ou
seja: obter a distribuicao de temperaturas, a tdera
transferéncia de calor e calcular parametros deng@snho.



3.1 A PAREDE PLANA
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1.Conveccao do fluido
quente dl_,, para uma

superficie da paredeTg,.

2.Conducao através da
parede.

3.Conveccao da outra
superficie da paredeTq,

para o fluido frio al, ,.



3.1.1 DISTRIBUICAO DE TEMPERATURAS

 Equacao de difusdo emnordenadas cartesianas

e =0 =0
0

, . I
0(,0T 6 oT) d GT " oT
—| k— Kk + +0=

ox\ ox ay oy ) 0z az - ot

« Para conducao unidimensional emregime estacionario e sem
geracao interna de calor obtée:

! (k‘”j 0
dx\ dx

e« Com isso, dluxo de calor é constante e independente de




o Parak constante, aquacao diferenciardinariaanterior pode ser
Integrada duas vezes para se obtlacao geral

jd(dedx _[de:>dT C,
dx\ dx dx

_[(;de dex:>T() Cx+C,

 As constantes de integraciC, e C, podem ser obtidas pela
aplicacao deondicoes de contorno de primeira espemex =0
ex=L, ou seja:

T(x=0)=T,, e T(x=L)=T,,



» Substituindo as condi¢cdes anteriores na solucad gbtémse:

C, =" : e C, =T,

» Substituindo as expressfC; e C, na solugao geral, obtese a
solucao particulapara aistribuicao de temperaturas na parede

T(X) = (Ts,z _Ts,l)E +Ts,1

* Fica evidente quetamperatura varia linearmente comx.

» Taxa de transferéncia de capor conducao (lei de Fourier):



dT Tso T KA
qx:_kAdX:_kAq_:_kA > ] S’qux:T(Ts,l_Ts,Z)

* Fluxo de calopor conducao:

: N ¢
qx - q—A): — qx = E(Ts,l _TS,Z)

 Tantog, quantoq, sdoconstantesindependentes de

3.1.2 RESISTENCIA TERMICA

» Para transferéncia de calor unidimensional sentcgermterna de
energia e com propriedades constantes, existeanalagia entre
difusao de calor e de carga elétrica



| . taxa de transferéncia de elétrong, : taxa de transferéncia de calor

AV : diferenca de potencial | AT : diferenca de temperatura
R. : resisténcia elétrica R : resisténcia termica

Re:AI—V (lei de Ohm) R:AqT

» Resisténcia térmica patanducao em uma parede plana

KA
dy = T (Ts,l _TS,Z

T, -T
oo Toa Tz LT _ L L

g, g, = kA:> I:\t),cond :@

e Resisténcia termica patanveccao em uma superficie



T.-T, _ AT _ 1 1

=hAT.-T )= =—= =
C'conv ( S 00 ) Clcon\, qconv h A I:\t),conv h A
* Resisténcia termica paradiacao em uma superficie
Ts— T, _ AT _ 1
qrad hr A( VIZ) R rad
qrad CIrad hr A hr A

 Representacdoes na forma de circuitos térmicos &aie tanto
para conceituacaocguanto paraguantificacaode problemas de
transferéncia de calor.

e Para a parede plana com conveccao nas duas sigse#fiaxa de
transferéncia de calor pode ser determinada por:



Tori— T T T

T.,-T
— sl S,2 — °S,2 00,2
qx — 1 — L — 1

hA kKA hA

 Em termos daliferenca de temperaturas glofT,,=T,, € da
resisténcia termica totR , a taxa de transferéncia de calor €:
; T T, T..-T.,
’ R,tot 1 + L + 1
hA KA hA

* As resisténcias térmicas convectiva e radiante mia superficie
atuam enparalelo



3.1.3 APAREDE COMPOSTA
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» A taxa de transferéncia de calor para esse sisgtema

] Tow1-Tea Too1~Too 4
Y = =

ZRt 1+LA+LB+LC+1
A KaA kgA koA hyA

 Para cada elemento do sistema-gm

 Em sistemas compostos, € comum a utilizacdo deaaficiente
global de transferéncia de calU;, definido por uma expressao
analoga a lei do resfriamento de Newton:



g, =UAAT

« AT é a diferencas de temperatura global cemparando
gy =AT/> R comgy, =UAAT obtémse:

1

Us———
2. RA

 Para a parede plana mostrada anteriormentesd¢éem

U= 1 = 1
ZRA 1+LA+LB+LC+1
M ka kg ke My

 De maneira geral pode-se escrever que:



AT _ 1
g UA

Rot =2 R =

 Paredes compostas também podem ser caracterizamlas p
configuracOes seérie-paralelo:

-l—LE—h--I—LF_LG -l LH = AreJa,A

ke F -
T Ty

E G H
s
Le
LE _ﬁm’(\."‘f\/— .Ir_H
Jp— ?{J—‘\Mv—ﬁ Ig u—’\f‘v’b—;
1 kg (Af2)
— AAAMA—




3.1.4 RESISTENCIA DE CONTATO

« Em sistemas compostos, a gueda de temperatura easmtre
Interfaces dos diversos materiais pode ser corgsider

* Isso € devido &sisténcia térmica de contatpR .

Ta-TB
Ox




» A resisténcia de contato existe devido atstos da rugosidade
da superficie

o Existempontos de contat¢conducao) entersticios preenchidos
com ar(conducao e/ou radiacao).

» A resisténcia de contato inclduas resisténcias em paralelo

 Reducaaa resisténcia de contato:
1. Aumento na pressao de contato.
2. Reducéao da rugosidade das superficies.
3. Fluido interfacial com elevack
4. Incluséo de metais macios (indio, chumbo, estgmiata).
5. Graxas térmicas a base de silicio.



» Resultados par RC foram obtidos experimentalmente.

Resisténcia térmica de contato para (a) interfacesetalicas sob
condicoes de vacuo e (b) interface de aluminio (ragidade superficial
de 10 mm, 16 N/m?) com diferentes fluidos interfaciais

Thermal Resistance, R}, X 10* (m* - K/W)

() Vacuum Interface () Intertacial Fluid
Contact pressure 100 kN/m’ 10,000 kN/m” Air 2.75
Stainless steel 6-25 0.7-4.0 Helium 1.05
Copper 1-10 0.1-0.5 Hydrogen 0.720
Magnesium 1.5-3.5 0.2-0.4 Silicone oil 0.525
Aluminum 1.5-30 0.2-0.4 Glycerine 0.265

 Muitas aplicacbes envolvem o contato entre solidibsrentes
e/ou uma ampla variedade de possiveis materiaistitiais.



Resisténcia térmica em interfaces solido/solido regsentativas

Interface R}, X 10* (m* - K/W) Source
Silicon chip/lapped aluminum in air 0.3-0.6 [2]
(27-500 kN/m*)

Aluminum/aluminum with indium foil ~0.07 [E:3]
filler (~100 kN/m®)

Stainless/stainless with indium foil ~(.04 [1, 3]
filler (~3500 kN/m?)

Aluminum/aluminum with metallic (Pb) 0.01-0.1 [4]
coating

Aluminum/aluminum with Dow Corning ~0.07 (L3
340 grease (~ 100 kN/m?)

Stainless/stainless with Dow Corning ~().04 [L:3]
340 grease (~3500 kN/m?)

Silicon chip/aluminum with 0.02-mm 0.2-0.9 [5]
EpOXy

Brass/brass with 15-um tin solder 0.025-0.14 [6]




3.2 UMA ANALISE ALTERNATIVA DA CONDUCAO

« Para condicbes de conducao unidimensional em regime
estacionario, sem geracao de calor e sem perdalde pelas
superficies laterais, a taxa de transferéncia d& @y, € uma

constante, ou se|Qy = Oy+dx-

Insulation

Adiabatic —."
surface -7

Ty, AlY) .27



» Esse resultado € conseqliénciacdaservacao da energgadeve
ser valido mesmo sA= A(x) ek =k(T).

 Assim, a Lei de Fourier pode ser aplicada sem a@mmento de
ax e T(x).

UL S

e SeA# Alx), kzKk(T) eT =Ty emx = x obtémse:

CIX(X%A‘_ X0) = k(T -Tg) = CIx'fx — AT




3.3 SISTEMAS RADIAIS

« Em sistemas cilindricos e esféricos, podem existdientes de
temperatura somente na direcao radatjue possibilita analisa-
los comounidimensionais

3.3.10 CILINDRO

* Equacéo de difusdo em coordenadas cilindricas:

:AO =0 =0
r \ r —/\- Y :O rr \

10 oT 1 0(,0T) O0(,0T) =~ oT
—— kr— |+— —| k— [+ k + = =
( j 2 ( j az( azj 4= 5




e Para conducao unidimensional emregime estacionario e sem
geracao interna de calor obté&e:

1d(kr de = O
r dr dr

e Taxa na qual energia € conduzida em qualquer soeeirfterior:

dT dT
=—kA——=-k(2mL)—~
O ar ( )dr

« Com Isso, aaxa de transferéncia de calgy (ndo o fluxo de

calorg,) € uma constante na direcao radial



Cold fluid A T, |-~
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« Parak constante, aquacao diferenciardinariaanterior pode ser
Integrada duas vezes para se obtylacao geral



jd(dedr—der dT:C1
dr\ dr dr

j—dr —jCldr =T(r)=CyInr +C,

« As constantes de integraciC, e C, podem ser obtidas pela
aplicacéo deondicOes de contorno de primeira espeor =i
er =rp, ou seja:

T(r=n)=Tg1 e T(r=rp)=Ts>

» Substituindo as condi¢cdes anteriores na solucad gbtéemse:



TS,]._TSZ TS,]._TSZ
C = ! e C2:T,2{ = |Inry
In(ry/r2) > In(ry/r2)

« Substituindo as expressfC; e C, na solugcao geral, obtese a

solucao particulapara adistribuicao de temperaturas na parede
cilindrica

Taq —T
T(r)="3% S’Zln(r]+TS,2
In(ry/r2) (12

« A distribuicao de temperatura € logaritmieando linear.

e Taxa de transferéncia de calor (lei de Fourier):



Ts,l _Ts,2 _ 277|—k(-|_s,1 _TS,Z)

dT _ N
" (/)

g = —k(ZHL)E = _k(zm')r In(ry/r2)

» Resisténcia térmicde conducao na parede cilindrica:

In(rz/n)
271k

Rt cond =

e Para a parede cilindrica composta mostrada abaiesgrezando
as resisténcias de contato:

T 1~ Teo 4

T in(pn) () In(y ), 1
2771Lh_1_ 271'_kA 271'_|(B 271'_|(C 2774Lh4




7. ., bt

oo ]

1 In(rofry) In(ryfry)  Inlryfey) 1

hZrr L 21 kyl 2m kgl 2 kel hylmrgl



 Para cada elemento do sistema-g=m

To1=Ts1_Ts1—To  To-T3 _T3=Tsa _Tsa-Tw4

TT1 Tin(pn) (s ) () T 1
2771Lh_'|_ 271'_|(A 271'_kB 271'_kc 2774Lh4

 Em termos de umoeficiente global de transferéncia de calor

Teo1 ~Teod _
Rot

g = UATe 1~ Too 4)

« Como a are/A varia,U pode ser definido de maneira arbitraria.

 Em termos dAy = 271 temsse:






« Em termos diAy = 27m4L temsse:

1 1

aOtAzl- r4‘:|'+r4'|nr2+r4'|nr3.|.r4'|r]r4'.|.:l'
nhh ka n kg rn ke rz3 hy

Uy

* Deve ser notado que:

U1A =UpA =UsAg =UgA = (X R)™

o A expressao da resisténcia termica para cilindrscgita pari27
e para angulo@ inferiores €271 deve ser recalculada:

R = In( )
OS2/ 6) Lk




3.3.2 RAIO CRITICO DE ISOLAMENTO PARA CILINDROS

« Com 0 aumento da espessura do isolante em sistzinnalsicos,
surgendois efeitos concorrentes

1.Aumento da resisténcia conduthR cond = In(r_/r,)
’ 27KL
2.Diminuicao da resisténcia convectiﬂ’conv = h(Z::TL)

..............
-, oo -

i |nsulation, &



e Serd que existe uma espessura de isolamento (ridico ade
Isolamento) queninimize a perda de cal@elamaximizacao da
resisténcia total a transferéncia de calor

» A resisténcia a transferéncia de calor € composia gonducéao
no isolante e pela conveccao externa. -Bengue:

it . In(r /i)

r In(r/r;) . 1
§'—— AN AN — 1/ 4
Rot = 5 277th

27K 27rh

= Rot =

In(efr) 1
mk Zmrh

» A taxa de transferéncia de calor por unidade depcomento e:

T, —To T, —To q_ Ti-T, _Ti-Te

q= Rt In(r/r,)+ 1 L In(r/r,)+ 1 Rt
27kL  2mrLh 27k 2mh




« Uma espessura de isolamento quoeximiza Rt'c,t ou que
minimiza q' pode ser obtida fazemdl%'ot /dr =0. Assim:

th'Ot:d{In(r/ri)Jr 1 }:d{lnr_lnr”_ 1 }: 1 _ 1
dr dr| 27k 2mh] drl27k 27k 2mh]| 27kr  2742h

r =k/h

Para verificar ser =k/h € umponto de maximoou ponto de
minimo pode-se utilizar o critério da derivada segundasea:

1. Se(dZRtlot/drz)r:k/h >0, r =k/h éponto de minimo
2. Se(dthlot/drz)r:k/h <0, r =k/h éponto de maximo



5
e Desse modc9 Rot __ 1 | 1
dr?2 27kt 7rh

« Ou, emr =k/h, d*Re
dr?

o)

« Assim, r =k/h minimiza a resisténcia totae uma espessura
Otima do isolante nao existe.

« Faz mais sentido pensar em umio critico de isolamenfo
rer = K/h, que maximiza a transferéncia de calor, ou seja:

1.Abaixo derg =k/h, q' aumenta com o aumentorle
2.Acima derg =Kk/h, q' diminui com 0 aumento cr2



« Exemplo k=0,05¢ W/m.K; h=5W/m.K; r, =5 mm
_k _0,052

I =0,01Im=11mm
Cr
h
8 \
- Rt,cond (KIw) A
T — Rt,conv (KIw) ﬁfffﬁ |
Ry (KIW) ,,ff’”ﬂfﬁ
6 : e

R, (K/W)




3.3.3 AESFERA

* Equacéo de difusdo em coordenadas esfeéricas:

10(, -0T) 1 :Ag oT) 1 a:AO Ty = :OaT
S k2T |+ K + kserﬁ—)+ q = —
rzaf( arj rzser295§0( a(ﬂj rzsereaﬁ( 00 =M ot

e Para conducao unidimensional emregime estacionario e sem
geracao interna de calor obté&e:

id (krzd-rj:() K?{%

rza dr



e Taxa na qual energia € conduzida em qualquer soeeirfterior:

dT
dr

dr :—kAd_T:—k(4 2)
dr
« Com Isso, aaxa de transferéncia de calge (ndo o fluxo de

calorg,) € uma constante na direcao radial

« Parak constante, aquacao diferenciardinariaanterior pode ser
Integrada duas vezes para se obtylacao geral

Fl e —



jcdl—-:dr :j(}lr_zdr =T(r)= —% +C,

« As constantes de integraciC, e C, podem ser obtidas pela
aplicacéo deondicOes de contorno de primeira espeor =
er =rp, ou seja:

T(r=n)=Ts1 e T(r=rp)=Ts>

» Substituindo as condi¢cdes anteriores na solucad gbtémse:

R I S R




« Substituindo as expressfC; e C, na solugcao geral, obtese a
solucao particulapara adistribuicao de temperaturas na parede

esféerica
| TsaTs2 (1 1),
0| gk )T

o A distribuicao de temperatura é hiperbglieanao linear.

e Taxa de transferéncia de calor (lei de Fourier):

47k(Ts1-Ts 2)
(Wr)-@@r)

e s (TR Gl



» Resisténcia termicde conducao na parede esférica:

R = 1(11
cond 47K\ 1 I

e Para a parede esferica composta mostrada abaigepeedando
as resisténcias de contato:

— Too,]__Too,4
I 1 1 (1 1 1 (1 1 1 (1 1 1
T S -~ |+ = |—

Arr{hy ATkp\ W o) 47kg\ro 13 ) A4rKc\r3 14 AT fhy

 Para cada eleemto do sistema tese:







 Em termos de umoeficiente global de transferéncia de calor

g = Too,l _Too,4 — UA(TOO,]_ —Te ,4)
Reot

« Como a are/A varia,U pode ser definido deaneira arbitraria.

« Em termos diAy = 47712 temse:

1 1

U1: =
Rot A 1”12[1-1}“2[1-1)”12(1-1J+“z 1
M kaln r2) kglra r3) kelrs 1ra) rfhy



* Em termos d- temse:

* Em termos d- temse:

* Em termos d- temse:



VA 1
4= -2 2 2
RotAs 1z 1, r4(1 1) r4(1 1)+r4(1 1)+1

i kalm 1

* Deve ser notado que:

U1A =UoAy =U3Ag=UgA = (T R) ™

o A expressao da resisténcia térmica para esfererkagsars4n e
para angulos solidc@ inferiores 47 deve ser recalculada:

1 (1 1
R~ )



3.3.4 RAIO CRITICO DE ISOLAMENTO PARA ESFERAS

« Com 0 aumento da espessura do isolante em sisesfascos,
surgendois efeitos concorrentes

1. Aumento da resisténcia conduti\Rt’CO”d — 1( L _1)

47K r_l r
2.Diminuicao da resisténcia convecti\R cony = %
47t “h

- i
_________

f-|nsulation, &



e Serd que existe uma espessura de isolamento (ridico ade
Isolamento) queninimize a perda de cal@elamaximizacao da
resisténcia total a transferéncia de calor

* A resisténcia a transferéncia de calor € composia gonducéao
no isolante e pela conveccao externa. -Bengue:

R I I
“Tamk\n ) am?h

e A taxa de transferéncia de calor é:
_Ti _Too - T| _Too

Rot 1(1_ 1}, 1
47k\n r) am?h

g



« Uma espessura de isolamento qgoeximiza Rg ou que
minimizag pode ser obtida fazendR; /dr =0. Assim:

thOt:d 1 E_} + 1 — 1 — 2 =0
dr dr|47k\ry 1) 472h| 4k 471K

r =2k/h

« Para verificar ser =2k/h € umponto de maximmu ponto de
minimo pode-se utilizar a derivada segunda, ou seja:

1. Se(dZRtot/er)rZZK/h >0, r =2k/h éponto de minimo
2. Se(dZRtot/drz)r:Zk/h <0, r =2k/h éponto de maximo



2
e Desse modcd—R;Ot -1 5+ 34
dr 27kr 271 'h

2
e Ou, emr =2k/h, d"Reot
dr?

1 1. 3
= 3 —E+E >0
r=okh  272k'h)

e Assim, r =2k/h minimiza a resisténcia totae uma espessura
Otima do isolante nao existe.

« Faz mais sentido pensar em umio critico de isolamenfo
rer = 2K/h, que maximiza a transferéncia de calor, ou seja:

1.Abaixo derg, = 2k/h, g aumenta com o aumentorle
2.Acima derg = 2k/h, g diminui com o aumento cr2



« Exemplo k=0,05¢ W/m.K; h=5W/m.K; r, =5 mm
_ 2k _2.0,052

r =0,022m=22mm
cr h
700 ‘
- Rt,cond (K/W)
600 - Ry ony (KW) L
Ry ot (KIW)




3.4 RESUMO DOS RESULTADOS DA CONDUCAO

UNIDIMENSIONAL

Solucdes unidimensionais, em regime estaciona@iegdiacao do
calor sem geragao de energia termica.

Plane Wall

Cylindrical Wall”

Spherical Wall”

Heat equation d_}: =0
dx”

Temperature T . — ATX
distribution 51 L
Heat flux {q”]. k ar

L
Heat rate (g) :ﬂ:.ﬂ.%
Thermal L
resistance (R .onq) kA

+ AT

|l d | dl'\_
Todr (r ni'r) =0

In (r/ry)

In (r/rs)

k AT

rin(r,/r)

2aLk AT
In (r,/r))

In (ry/r))
2mwlk

1 d _gﬂ —
Hu’r(f a’f') 0

1= ity
I - H[#]

kAT

[ 1/ry) — (1/r5)]

4k AT
{I.l'r}"]]' — {]f!g}

{Iﬁlrf']} | {”!"3}
4k

“The critical radius of insulation is r_, = k/h for the cylinder and r,, = 2k/h for the sphere.



