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- Em conducio transiente a temperatura em qualquer posi¢cao em uma regiao varia com
O tempo.

- Essa € uma condicdo comum que € encontrada em diversas aplicacoes de engenharia
térmica.

- Nesse capitulo sera apresentado primeiramente um modelo simplificado para resolver
certos problemas transientes na qual a variacao espacial de temperaturas € desprezivel.
- ApOs 1sso serd analisado o problema de conducdo transiente e unidimensional nas
geometrias plana, cilindrica e esférica.

- Um problema transiente bidimensional também seréd apresentado.

- Finalmente, sera mostrado o método da similaridade e o método integral, amplamente

utilizados para analisar problemas transientes em regioes semi-infinitas.



1-METODO SIMPLIFICADO: METODO DA CAPACIDADE CONCENTRADA

-Na aproximacao mais simples para resolver problemas transientes, a variacao espacial
de temperaturas € desprezada e € assumido que a temperatura varia somente com 0O

tempo, ou seja:

T=T()

-Essa idealizacdo nem sempre € justificada mas pode ser aceita sob certas condi¢des

discutidas na proxima sec¢ao.



2-CRITERIO PARA SE DESPREZAR A VARIACAO ESPACIAL DE
TEMPERATURAS

-Considere um fio de cobre fino que € aquecido em um forno e entdo removido do forno
de tal forma que seja resfriado por convecgao.

-Calor € conduzido através do interior do fio e entdo removido por convecgao a partir da
superficie do fio.

-Assim, existe uma queda de temperaturas AT através do raio do fio.

-E essa queda de temperaturas que é desprezada no método da capacidade concentrada.

-Fatores que influenciam essa queda sdo: (1) o raio do fio r,, (2) a condutividade térmica

do fio k e (3) o coeficiente de transferéncia de calor A.



-Espera-se que AT seja baixo para pequenos raios e baixo para altas condutividades
térmicas.

-O comportamento do A4 ndo € tao 6bvio. Um coeficiente de transferéncia de calor baixo
pode ser comparado com uma camada isolante restringindo o calor que deixa o fio e
assim forcando um gradiente de temperaturas mais uniforme no interior do fio.

-A forma como esses fatores se combinam para formar um parametro que fornece uma
medida da queda de temperaturas pode ser estabelecida por analise dimensional da
equacao governante do problema e suas condicoes de contorno. Esse parametro €

chamado de numero de Biot, que é definido como:



-0 € a escala de comprimento que € igual a distancia através da qual a queda de

temperaturas AT € desprezada. Nesse exemplo, d = r,.

-Baseando-se nessa observacgdo, pode-se concluir que quanto menor o numero de Biot,
menor € o valor de AT. A proxima questao €: quao baixo deve ser o numero de Biot para
que a queda de temperaturas AT seja desprezivel?

-A resposta € obtida comparando-se solugdes transientes aproximadas na qual a variacao
espacial de temperaturas foi desprezada com soluc¢des exatas onde a variagao espacial
de temperaturas nao foi desprezada.

-Resultados indicam que para Bi <0,l a queda de temperaturas AT é menor do que 5%
da diferenca de temperaturas entre o centro e a temperatura do fluido ambiente. Assim,
o critério para desprezar a variacdo espacial de temperaturas e a justificativa para se

utilizar o método da capacidade concentrada é:



-Deve-se ter cuidado para identificar a escala de comprimento 0.

-Para um cilindro longo, d =r,.

Para uma placa longa com espessura L que € aquecida ou resfriada em ambos os lados,
simetria sugere que 0 = L/2.

-Entretanto, para uma placa que esta isolada em um dos seus lados, 0 = L.

-Para um corpo com formato irregular, ou para um corpo na qual calor € transferido a
partir de mais de uma superficie, uma defini¢do razoavel para a escala de comprimento
do numero de Biot € determinada dividindo o volume do objeto, V, pela sua area

superficial, A,. Tem-se entdo que:



-0 significado do nimero de Biot também pode ser reescrito na seguinte forma:
._O/k
1= ——

1/h

B
-Essa expressao indica que o numero de Biot € a relacdo entre a resisténcia térmica de
conducado (interna) e a resisténcia térmica de conducao (externa). Assim, um baixo
numero de Biot implica uma baixa resisténcia térmica interna comparada com a

resisténcia térmica externa.



3-ANALISE GERAL DA CAPACIDADE CONCENTRADA

-Embora a conducdo transiente em um soOlido seja normalmente iniciada pela
transferéncia de calor por convecgao para ou de um fluido adjacente, outros processos
podem induzir condi¢des térmicas transientes no interior do sélido.

-Por exemplo, um solido pode estar separado de uma grande vizinhanga por um gas ou
pelo vacuo. Se as temperaturas do solido e da vizinhanga forem diferentes, a troca de
calor por radiacao poderia causar uma varia¢ao na energia térmica interna do solido e,
assim, na sua temperatura.

-Mudancas na temperatura do s0lido também poderiam ser induzidas pela aplicacao de
um fluxo térmico sobre a sua superficie ou parte dela, e/ou pelo inicio de um processo

de geracao de energia t€rmica no seu interior.



-O aquecimento da superficie poderia, por exemplo, ser efetuado através da fixacao de
um aquecedor elétrico delgado sobre ela, enquanto a energia térmica poderia ser gerada

pela passagem de uma corrente elétrica através do solido.

-A figura abaixo mostra uma situacao na qual as condi¢Oes térmicas no interior de um
sOlido podem ser influenciadas simultaneamente pela conveccdo, pela radiacao, pela

aplicacao de um fluxo em sua superficie e pela geracdo interna de energia.

-Considera-se que, no instante inicial (£ =0), a temperatura do solido (T;) € diferente

daquelas do fluido, T,,, e da vizinhanga, T,;, € que tanto 0o aquecimento superficial

1z°

quanto o aquecimento volumétrico (g, € g) sao acionados.



p,c,V,T(0) =T, —‘

g’

acu

A

conv,rad

Volume de controle para analise geral via capacidade concentrada.



-O fluxo térmico imposto g, € as transferéncias de calor por convec¢ao e radiacdo

ocorrem em regioes da supertficie exclusivas, A, Aq € Arug

cony

-As transferéncias por convecg¢ao e radiacdo sdo presumidas saindo da superficie.

-As areas de conveccdo e radiacdo podem ser diferentes (A,,,,, Z A, )-

cony

-Aplicando a conservacao da energia em qualquer instante 7 obtém-se:

qs As + Eg - (qconv + 9rad )Aconv,rad = IOVCZ

-Utilizando as equacodes das taxas de convecgao e radiacao obtém-se:

ayAs + By =T =T,) + €0(T" =T ) Aoy, raa = PVE~_ -

-Esse € uma E.D.O. nao-linear de primeira ordem, nao-homogénea, que nao pode ser
integrada para obter-se uma soluc¢ao exata. Contudo, solucdes exatas podem ser obtidas

para versoes simplificadas dessa equacao.



4-RESFRIAMENTO CONVECTIVO COM h CONSTANTE

’ : dT
qyA, + E, —[W(T =T,) + €0(T* =T Aoy rad = ch‘fl—f = T —Tx)Acon = e
O 20

g T-Ts = Ao
I =Ty pVe
2 16=0

dr

-Separando variaveis e integrandode § =1 (T =T;) em T =0 (£ =0) até 6 em 7 obtém-

S€.

do do _
5o —dr = jf? =-[dr=0(1)=¢"



-O resultado anterior indica que com o aumento de 7, 6 tende a zero, ou seja, T — T, :
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Variacao de @ em funcao de 7.



-Pode ser calculada a quantidade de energia transferida do solido para o meio desde o
instante inicial at€ um instante ¢ através da integracao da taxa de calor por conveccao ao

longo do intervalo de tempo, ou seja:
Q = [y hA o, (T =T, )dt

-Utilizando os adimensionais obtém-se:
< = [ edr
pVe(T, - Ty)

-Substituindo @(7) =e * e resolvendo a integral obtém-se:

0
pVe(T; - T,,)

=—e’ +1




Q

-O resultado anterior indica que com o aumento de -1
pVe(T; - T.,)

09 ]
0.3 —
0.7 —
0,6 -
T o
0,4 -
0.3 —
0.2 —

0,1

0
pve(T; - T,)

Variacao de em funcao de .



5-RESFRIAMENTO CONVECTIVO COM k& VARIAVEL

-Em alguns casos, tais como aqueles envolvendo convecc¢ao natural e ebulicdao, o
coeficiente de transferéncia de calor 4 varia com a diferenca de temperaturas entre o

objeto e o fluido na seguinte forma:

h=C(T-T,)"

-n é uma constante e C tem unidades de W/(m?>K!*).

-Por exemplo, para ar em contato com uma superficie vertical, C =0,59 e n =1/4 para

convecg¢do natural laminar e € =0,10 e n =1/3 para conveccdo natural turbulenta.



- Separando as variveis e integrando de @ =1 (T =17;) em _ até @em T
obtém-se:




-O resultado anterior indica que com o aumento de 7; @ tende a zero, ou seja, T — T,,.
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Variacao de € em funcao de 7 para diferentes valores de .



6-RESFRIAMENTO CONVECTIVO COM ¢ VARIAVEL

-Em diversos casos, pode-se utilizar uma expressao analitica linear para a variacao do
calor especifico com a temperatura, ou seja:

c=co,[1+L6(T-T,)]
-y € 0 calor especifico avaliado em T, e [ é um coeficiente que representa a inclinacio

da reta no grafico calor especifico-temperatura dividido por ¢, .

" . dT
g, A + Eg —[MT -T,) + EO-(T4 - Tvéz%z)]Aconv,md =pVe—=
— - v J dt'

——
=0 =0 =0

P (T =To) = Vel + BT =TI



r=Mon = p(r - T,,)

pPVc,,
d@_l_ 7, 0
dr 1+a6

-Separando as varidveis e integrando de 8 =1 (I =T;) em T =0 (t=0) at¢ dem

obtém-se a seguinte expressao na forma implicita:

—In@+a(@-1)=T1

-Esse resultado indica que quando @ tende a um, 7 tende ao infinito, como era de se

eSperar.
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Variacido de @ em funcio de 7 para diferentes valores de a.



7-RESFRIAMENTO RADIATIVO

" . dT
goA + Ey =[W(T = Tp) + €0(T* =Ty ) Acopy.raa = PVC— =

—_ 2 Y— dt
=0 =0 =0
dT goA, T2
— €J(T4 - Tvél%z )Amd = IOVC— 0 = L r = ad _viz l
dt T,, pVe
40 g% —1=0
dr

-Separando as varidveis e integrando de uma temperatura inicial 8, =T; /T,;, em

rT=0 (=0) até @ em T, obtém-se:

do 1
"dr =[] =—|1
o™ Jé1—94 ' 4{n

é+1
-1

g, +1

—1In

+2(tan"' @ —tan "' o, )}

i

-Deve ser notado que nao € possivel explicitar € em fung¢ado de ..



8-SEM RADIACAO E CONVECCAO COM h CONSTANTE

g, A +E, [T -T,) +§J(T4 —Tv‘}ZZ]Awnv’md = 'OVC% —
=0
" : dT
qus +Eg _h(T_TOO)ACOI’lV j— IOVCE
A+ E g
a = s s g d_+8 = a

hAconv (Tl B Too ) dr
-Embora a ultima equacdo possa ser resolvida pela soma das suas solugdes homogénea
e particular, uma abordagem alternativa € eliminar a ndo-homogeneidade pela

introducao da transformacao:

8 =60-a



ﬁ+9' =(
dr

-Separando as variaveis e integrando de uma temperatura inicial Hl-' em T =0 (=0) até

6 em T , obtém-se:

i =exp(-7) e exp(=T)
2 —a

1 l

-A ultima equac¢do também se aplica aos casos onde q; =0, Eg =0 ou q; =FE g = 0.

Nesse ultimo caso, a = 0, donde se obtém g = exp(—T).
i



EXEMPLO 1 — CONDUCAO TRANSIENTE EM UMA MOEDA DESLIZANTE

Uma moeda com raio r, e espessura O estd em repouso em um plano inclinado e em
equilibrio térmico com o ambiente a T,, e coeficiente de transferéncia de calor 4. A

moeda € colocada em movimento e comega a deslizar pelo plano. A forca de atrito F

¢ assumida constante e a velocidade da moeda varia com o tempo de acordo com a
expressdao V =ct, onde ¢ € uma constante. Devido as variacdes de velocidade, o
coeficiente de transferéncia de calor por convecc¢do varia com o tempo de acordo com a
expressdo i = [, onde [ é uma constante. Assumindo que o nimero de Biot é baixo
comparado com a unidade e desprezando a perda de calor para o plano, determine a

distribuicdo de temperaturas transiente na moeda.



-Aplicando um balan¢o de energia na moeda obtém-se:
E, ~E; = Eu,
-A taxa de energia adicionada devido ao efeito do atrito pode ser calculada como:
E,=F;V =F;ct
-A taxa de energia que deixa a moeda por conveccao pode ser calculada como:
E, = (m; +2m,0)WT -T,,) = B(7w; +277,0)(T — T,y )t
-A taxa de energia acumulada na moeda pode ser calculada como:

: dT
Eacu = ,0(77‘025)Cp E

Frct = B(rm; +2mm,0)(T ~ T, )t = p(1r; d)c,, ‘;—f (BALANCO DE ENERGIA)

T©)=T, C.I.



-Separando as variaveis e integrando obtém-se:

-Realizando a integracao e rearranjando o resultado obtém-se:

-A moeda deve alcancgar o regime permanente em 7 = o ;




EXEMPLO 2 - CONDUCAO TRANSIENTE DEVIDO A RADIACAO TERMICA

Antes de ser injetado no interior de uma fornalha, carvao pulverizado a uma temperatura
inicial de 25 °C € preaquecido com a sua passagem através de um duto cilindrico cuja

superficie € mantida a T7,,, =1000 °C. As particulas de carvao ficam suspensas no

escoamento do ar e se movem a uma velocidade de 3 m/s. Aproximando as particulas
por esferas com 1 mm de didmetro e supondo que elas sejam aquecidas por transferéncia
radiante com a superficie do duto, qual deve ser o comprimento do duto para que o
carvao seja aquecido até 600 °C? Assuma que o numero de Biot € baixo comparado com

a unidade. As propriedades do carvdo pulverizado sdo: © =1350 kg/m’, c » =1260

J/(kg.K), £ =0,26 W/(m.K)e € =1.






9-EFEITOS ESPACIAIS

-Com frequéncia surgem situagdes nas quais o método da capacidade concentrada €
inadequado e abordagens alternativas devem ser utilizadas.

-Independentemente do método a ser considerado, agora devemos reconhecer que o0s
gradientes de temperaturas no interior do meio nao sao mais despreziveis.

-Esse tipo de problema € analisado pela equacado diferencial parcial de conducdo,
fornecendo a variacdo da temperatura com o tempo e com as coordenadas espaciais.

-A seguir serdo mostradas as solugdes dessas equacdes diferenciais parciais na condicdo
de conducido unidimensional transiente, sem geracao interna de energia € com

condutividade térmica constante.



9.1-A PAREDE PLANA COM CONVECCAO

|8i
9
—

r T(X,O) — 7:

I,

|

—>
—>

2
gpp &L 10T
ax2 a ot

CI T(x,0)=T7, (N.H.)

cc1 —gm)

Ox x=0

C.C2 - ka—T

X

= WT(L,t)-T,] (N.H.)
x=L

(FORMULACAO DIMENSIONAL)




(FORMULACAO ADIMENSIONAL)

CIL @ (x".0)=1(NH)

o e B

NUMERO DE BIOT

(x E A DIRECAO HOMOGENEA)



9.1.1-SOLUCAO EXATA

6 (4" Fo) = X(:")r(Fo) (SEPARACAO DE VARIAVELS)

(SOLUCAO GERAL)



C.C.1:
C.C.2:

A, tan(4,) = Bi (EQUACAO TRANSCENDENTAL)



30 [ 1T I

ey
25+ Bi=1,0 ]
Bi=10,0
Bi=20,0
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Representacao grafica de A, tan(A,, ) = Bi para diferentes nimeros de Biot.



Quatro primeiras raizes de A, tan(A,) = Bi

Bi = hL/k A A, As Ay
0,001 0,0316  3,1419  6,2833  9,4248
0,01 0,0998  3,1447  6,2847  9,4258
0,1 0,3110  3,1730  6,2990  9,4353
1,0 0,8603  3,4256 6,4372  9,5293
10,0 1,4288  4,3058  7,2281 10,2002
100,0 1,5552  4,6657 77,7763 10,8871

0" (x",Fo)=Y.C, cos(A, x Yexp(-A2Fo) C, =B,D,

n=1



C.I:

ORTOGONALIDADE: w(x) =1




9.1.2-SOLUCAO APROXIMADA

-Para Fo <0,2, a solucdao em série infinita pode ser aproximada pelo primeiro termo da
série.
-Utilizando essa aproximagdo e definindo 8, = C; exp(—/]leo), a forma adimensional

da distribuicdo de temperaturas € reescrita como:

8" (x",Fo) = C; cos(A,x" )exp(-=A? Fo) = 8, cos(Ax )
Al tan(Al) = Bi

4sin(A;)
2A; +sin(24)

C, =



9.1.3-TRANSFERENCIA TOTAL DE ENERGIA

-Em diversas situagdes de engenharia, € util saber a energia total que deixou (ou entrou)

a parede até um dado tempo ¢ em um processo transiente.

-A exigéncia da conservacao da energia na forma diferencial pode ser aplicada no

intervalo de tempo delimitado pela condicao inicial (f =0) e por qualquer tempo 7 >0

dEe _dES +dEg — d(AEacu) _dEs — d(AEacu)
=0 =0

-Igualando a quantidade de energia transferida a partir da parede como sendo 00 = dE;

e estabelecendo que d(AE,,.,,) = dE(x,t) — dE(x,0) obtém-se:

cu



0 = -dE(x,t) — dE(x,0)]

-Desprezando variacoes de energia cinética e potencial, a variacao da energia total da

parede pode ser reescrita em termos da variacdao da energia interna especifica da parede:

dE(x,t) —dE(x,0) =dU(x,t) —dU(x,0) = (dm)[u(x,1) —u(x,0)]

-Além disso, como a parede plana € um meio incompressivel, a variacao de energia
interna especifica € igual ao produto entre o calor especifico do material da parede plana

(considerado constante) e a variagdao de temperatura, ou seja:

dE(x,t) —dE(x,0) = (dm)T(x,t) —T(x,0)]



-Finalmente, sabendo que dm = pdV e que T(x,0) =T;, obtém-se:

Q) = —pc[T(x,1) —T;1dV

-A quantidade total de energia transferida € obtida pela integracao da equacao anterior

ao longo do volume da parede plana, ou seja:
0 =~ pdT(x,))=T;1dV
-E conveniente adimensionalizar a equacio anterior pela introducio da grandeza:

Q, = pe(1; —15,)V



QZ_IPC[T(x’t)_Ti]dV:lI_ Teen =T |,
o pel; =1x)V. -V I; =1

-A grandeza @, pode ser interpretada como a energia interna inicial da parede com
relacdo a temperatura do fluido. De maneira alternativa 0, também pode ser interpretada

como a maxima transferéncia de energia que ocorreria entre a parede € o fluido se o

processo se estendesse até f=eo,

6

e _Tu)-To _TO-T+T-T, _TeD-T,  _ [TxD-T|_ =
T, - T, T, - T, T, - T, T, - T,

l

-Substituindo esse resultado e fazendo V = AL, dV = Adx e rearranjando obtém-se:



QQ = ;LI(I—H*)Ade%I(I—H*)dx

-Sabendo que g (x*,Fo) = 9: cos(/hx*), dx=Ldx e com os limites de integracao

. * * /
variandode x =0a x =1 obtém-se:

Qg = jé [1-8, cos(Ax )ldx

o

0) :l_sin/ll

0 ) 9: (QUANTIDADE AIMENSIONAL DE ENERGIA
0] 1

TRANSFERIDA)



9.2-O CILINDRO LONGO COM CONVECCAO

—7T(r,0) =

L

EDP. —|r— [=—— (H)
ror\ or a ot

CILT(r0)=T, (N.H.)

C.C.1 i}

or

10( aT)_mT

=0 (H.)
r=0

c.c2 9T

or

= W[T(r,,t)-T,] N.H.)

r=r,

(FORMULACAO DIMENSIONAL)



(FORMULACAO ADIMENSIONAL)

6,0 =1 (NH)

o < B

NUMERO DE BIOT

(rE A DIRECAO HOMOGENEA)



9.2.1-SOLUCAO EXATA

6" Fo) = R()r(Fo) (SEPARACAO DE Y ARIAVEIS)

(SOLUCAO GERAL)




C.C.1:
C.C.2:

- (EQUACAO TRANSCENDENTAL)



3 0 I I I

A,
o5 | Bi=1,0 u
Bi=10,0
Bi=20,0
20 i
15+ .
10
5 L —
0 4
_5 l l l l l | l l l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

J1(Ap)

Representacdo grafica de Ay
Jo(Ap)

= Bi para diferentes nimeros de Biot.



J1(A)

Quatro primeiras raizes de Ay Jol) = Bi
Bi = hr, /k A A, A3 A4
0,1 04416  3,8577 77,0298 10,1832
1,0 1,2557  4,0794  7,1557 10,2709
2,5 1,7060 4,3818  7,3507 10,4117
5,0 1,9898  4,7131  7,6177 10,6223
8 (r',Fo)= i C,Jo(Ar Yexp(-A2Fo)  C, =A.D,

k=1



C.I:

ORTOGONALIDADE: w(r' )=r




9.2.2-SOLUCAO APROXIMADA

-Para Fo <0,2, a solucdao em série infinita pode ser aproximada pelo primeiro termo da
série.
-Utilizando essa aproximagdo e definindo 8, = C; exp(—/]leo), a forma adimensional

da distribuicdo de temperaturas € reescrita como:

0" (r',Fo) = C,Jo(Ar Yexp(=A7 Fo) = 8, Jo(Ar )

Al JI(AI) = Bi
Jo(A)
2 J1(A)

C

1:
A J5(A)+ 7 (A)



9.2.3-TRANSFERENCIA TOTAL DE ENERGIA

-Sabendo que - - € que nesse caso os limites de integracao sdao de
- ar’ =1 obtém-se:



9.3-A ESFERA COM CONVECCAO

— T (r,0) =T,

Epp. L9

» 0T
2 9 (r FY

y= or arj

CILT(r0)=T, (N.H.)

C.C.1 i}

or

:10T

H.
aat( )

=0 (H.)
r=0

C.C2 - ka—T

r

= T (r,,t)=T,] (N.H.)

r=r,

(FORMULACAO DIMENSIONAL)



(FORMULACAO ADIMENSIONAL)

CL @ (" .0)=1(NH)

o v

NUMERO DE BIOT

(rE A DIRECAO HOMOGENEA)



9.3.1-SOLUCAO EXATA

6" Fo) = R()r(Fo) (SEPARACAO DE Y ARIAVEIS)




C.C.1:

C.C.2:




30 ‘ T

1-)\kcotg()\k)
25+ Bi=1,0 L
Bi=10,0
Bi=20,0
20 '
15+ —
10
5 L _]
0 _]
_5 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
)‘k

Representagao grafica de 1 = Ay cot(A;, ) = Bi para diferentes niimeros de Biot.



Quatro primeiras raizes de 1 = A; cot(A; ) = Bi

Bi=hr, [k A A, s A,
1,0 1,5707 4,7123  7,8539 10,9955
5,0 2,5704 53540 83029 11,3348
10,0  2,8363 57172  8,6587 11,6532
100,0 29349 58852 8,8605 11,8633

8" (r' ,Fo)=Y.C,r 'sin(A,r )exp(-A: Fo) C, =A.D,

k=1



C.I:

ORTOGONALIDADE: w(r')=r>




9.3.2-SOLUCAO APROXIMADA

-Para Fo <0,2, a solucdao em série infinita pode ser aproximada pelo primeiro termo da
série.
-Utilizando essa aproximagdo e definindo 8, = C; exp(—/]leo), a forma adimensional

da distribuicdo de temperaturas € reescrita como:

sm(/]*lr )exp(—/]leo) _ 6’; sm(/l*lr )
r ¥

1= A, cot(A;) = Bi

_ 4[sin(A;) — A; cos(A;)]
74124, —sin(2A)]

8" (r',Fo)=C,




9.3.3-TRANSFERENCIA TOTAL DE ENERGIA

-Sabendo que _ - e que nesse caso os limites de integracao sao
de - a - obtém-se:




EXEMPLO 3 — CONDUCAO BIDIMENSIONAL TRANSIENTE RETANGULAR

Em uma barra utilizada para armazenamento de energia térmica, um fluido quente €
circulado através de canais conforme a figura abaixo. As superficies superior e inferior
da barra estdo isoladas. Desprezando efeitos de entrada, pode ser assumido que o
fenOmeno da conducdo térmica junto a parede separando dois canais vizinhos €
bidimensional. Se no inicio da operacdo de armazenamento de energia térmica, a

distribui¢do de temperaturas na parede é T'(x, y,0) = f(x, y), e a bomba de circulagdo de

fluido € subitamente ligada, determine a distribuicdo de temperaturas transiente na
parede. Assuma que o coeficiente de transferéncia de calor entre as superficies da parede

e o fluido é bastante elevado (2 — ), que a condutividade térmica da parede é constante

€ que nao ha geracdo interna de energia.
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2 2
0x” 0y2 a ot
C.C.1T@,y,t)=T,, (N.H.) C.C.2T(a,y,t) =T, (N.H)
39000 _ oy ¢ 04 8TELD
dy dy

0(x, y,0) =T(x, y,1) — Ty (EXCESSO DE TEMPERATURAS)

E.D.P

C.C =0 (H)C.L T(x,y,0) = f(x,y) (N.H.)

2 2
x> 0y2 a ot
C.C.1 6(0,y,1)=0 (H.) C.C.26(a,y,t)=0 (H)
39000 _ o ) (400500
dy dy

Cl O(x,y,0=f(x,y)—T, N.H.)

E.D.P

C.C =0 (H)




B30 = XEYG)I® (SOLUCAO PRODUTO)

- (SEPARACAO DE VARIAVEIS

(SOLUCAO GERAL)

C.C.1:



C.C.3:

C.C.2:

C.C4:




(DUPLA ORTOGONALIDADE COM w(x) =1 E w(y) =1)




(SOLUCAO FINAL)




10-O METODO DA SIMILARIDADE

-As vezes é possivel que a solucdo de certos tipos de problemas de conducio de calor
possua a propriedade da similaridade.

-Para problemas que possuam a propriedade da similaridade € possivel introduzir uma
variavel de transformacgao que converte a equacao diferencial governante de parcial para
ordinaria, usualmente mais simples de ser resolvida.

-A mesma transformacgdo deve ser aplicada nas condi¢des de contorno.

-Esse tipo de transformacao reduz a dificuldade envolvida na obtencao da solu¢do do
problema em termos de sua ordem de magnitude (modelo matematico envolvendo
equacgOes diferenciais versus modelo matematico envolvendo equacoes diferenciais

ordinarias).



-O método de solugdo que utiliza a propriedade da similaridade € conhecido como
método de solucado por similaridade.

-Duas condi¢oes basicas devem ser satisfeitas para que o método da similaridade seja
aplicavel:

I)Todas as derivadas parciais tanto na equacao governante quanto nas condi¢des de
contorno precisam ser transformadas em derivadas ordinarias,

2)A dimensao de espaco no problema de interesse deve ser semi-infinita (de zero a
infinito). Como na pratica todo corpo € finito, essa afirmacdo pode ser
interpretada como: € a regido do corpo na qual efeitos térmicos (aquecimento ou
resfriamento) sdao sentidos, sendo esta regiao pequena quando comparada com a
extensao fisica do corpo. Nesse caso o corpo € dito infinito com relacdo a regiao

termicamente afetada.



EXEMPLO 4 — SIMILARIDADE EM CONDUCAO TRANSIENTE

Uma parede espessa, inicialmente com temperatura uniforme 7;, € subitamente colocada
em contato térmico com um escoamento de um fluido aquecido com temperatura T,

conforme a figura abaixo. E assumido contato térmico perfeito entre o fluido e a parede.
Com o passar do tempo, parte da parede € aquecida devido ao contato com o fluido
aquecido. Obtenha a distribui¢ao de temperaturas unidimensional transiente na parede e
o fluxo de calor na superficie da parede em contato com o fluido utilizando o método da
similaridade. Considere que a condutividade térmica da parede € constante € que nao

existem efeitos de geragdo interna de energia térmica.



Fluido 2
Aguecido E.D.P. l@aT = b Z
a or  Ox
1, —

C.C1T(@,r) =T,

m o, @0,
C.C2 T(c0,t) =T,

h,T,

CIL Tx,0) =T,

-Deve-se 1nicialmente é definir a variavel de similaridade.



-Ela é uma combinacdo das varidveis independentes do problema (x, 7), sendo
responsavel pela transformacao das equacoOes diferenciais parciais do problema em
equacoes diferenciais ordinarias.

-A defini¢ao da variavel de similaridade envolve tanto argumentos matematicos quanto
fisicos, além de um pouco de abstracdo e conhecimento do fendmeno fisico em analise.
-Para uma geometria semi-infinita ndo existe uma dimensao caracteristica. Como a
solucdo de todos os problemas fisicos pode ser expressa na forma adimensional (a
natureza nao conhece escalas de medida) deve haver alguma maneira de
adimensionalizar a solu¢do desse problema.

-A Unica maneira possivel € fazendo com que as variaveis aparecam juntas em um grupo

adimensional.



-Analisando o denominador da E.D.P., € aparente que X” e @ tem as mesmas
dimensoes, e, portanto, x2 / at = x/ ~Jat é adimensional.

-A soluc¢do, de alguma forma, deve ser expressa em termos desta quantidade para que

seja adimensional, ou seja:

X

(0’1‘)1/2

n=A

-1 € a variavel de similaridade e A € uma constante que sera definida posteriormente de

maneira a simplificar a algebra do problema
-Deve-se reescrever a formulacdo do problema original em termos da variavel de

similaridade.



0T _dT dn _dT @ x | _dr Az‘3/2
A 12 |

ot dn ot dnot|  (ar anl 22"

T _dT dn _dT 0 x | _dT A
A 1/2

Ox dn ox dl7 ox| (ar) _d/7 (m)l/2
62T:6(6Tj:d(6Tjal7:d dl A 0 A% :d_zTA_z
ox2 0x\ox) dn\ox)ox dn|dn (m)l/2 Ox (a’t)l/z d/72 at

N 12,7dT d’T ! ®D.0)
2A an d/7

-Nesse ponto devera ser escolhido o valor para a constante A. Em principio, qualquer
valor arbitrario pode ser escolhido e a diferenca entre as escolhas reside no fato de que

mais ou menos passos algébricos deverao ser realizados em fun¢ao dessa escolha.



CCLT@EOET; CC2:TH=e)=T;

- Separando variaveis e integrando uma 1* vez:

-Integrando uma 2* vez:
_ (§ EUM VALOR ARBITRARIO DE 77)




C.C.1:

C.C.2:

- As integrais que aparecem no lado direito sao as definigcdes matematica da funcao erro,

obtendo-se:



-O fluxo de calor na superficie da parede pode ser calculado pela lei de Fourier em

conjunto com a variavel de similaridade e a expressao anterior, ou seja:




-Claramente, o fluxo de calor local em x =0 decresce proporcionalmente a -

conforme r aumenta (e conforme a parede se aquece).



11-O0 METODO INTEGRAL

-O método integral € um método aproximado que oferece uma alternativa
matematicamente menos rigorosa do que os métodos utilizados nesse capitulo.

-Ele € particularmente atrativo para problemas unidimensionais transientes pois combina
simplicidade e resultados com precisao aceitavel.

-O método integral fo1 amplamente utilizado no passado para estudar problemas de
conducao envolvendo fusao e solidificacao.

-Os principais conceitos desse método sao idénticos aqueles utilizados por von Karmén
e Pohlhausen no seu tratamento classico do escoamento laminar na camada limite.
-Para 1lustrar esse método sera analisado novamente o EXEMPLO 4, s6 que agora pelo

método integral.



EXEMPLO 5 - METODO INTEGRAL EM CONDUCAO TRANSIENTE

Fluido
Aquecido

il

hT.

TO
/

rE

2
Epp, 10001

a 0t Jx2
C.C.1T(0,t) =T,
C.C2T(oo,t)=T,

CILTx,0) =T,



-1° PASSO: integrar a ED.P. em x de x =0 a x = 0(#), obtendo-se:

o 10T x:a(;)azT =ow 0T, _ (9T _(oT
Jx=0 PR x=0 2 J A
a ot ox at ax x=d(¢) Ox x=

-0(t) é a camada de penetracdo térmica ou camada limite térmica na qual o efeito de
aquecimento ou resfriamento da fronteira € sentido pelo corpo.
-Fora da camada limite o corpo esta na sua temperatura inicial.

-0 lado esquerdo da equacdo anterior pode ser reescrito utilizando a regra de Leibniz:

d d d
b((tf)) [f(x,0)]ldx = — Ib((;)) S (x,t)dx + f[x,a(t)]z[a(t)]— f[x,b(;)]z[b(t)]



-Assim, utilizando a regra de Leibniz obtém-se:

x=3(1) 0T (x,1) d J(z) do(t)
b = dt T(x,0)dx = T[x,8(0)] = =

(EQUACAO DA ENERGIA NA FORMA INTEGRAL)

1 do oT oT
a { IO T = 55} (asza (a)ﬁo

-2° PASSO: assumir uma expressao geral para a distribuicao de temperaturas T, sendo a
forma mais comum uma expressao polinomial com coeficientes desconhecidos que

podem ser determinados pelas condi¢des de contorno do problema.



-Se necessario (devido a presenca de mais coeficientes que condi¢des de contorno),
pode-se utilizar condi¢des de contorno adicionais, como por exemplo, avaliar a equagao
da energia e suas derivadas nos limites da regido de interesse (x =0 e x =0).
2 3
T(x)—T,
1y - T; ) o o

l

C.C.1 ORIGINAL: T(0) = 7,
C.C.2 MODIFICADA: T(d) =T,

C.C.3 (FLUXO DE CALOR): (G_Tj =0
xX=0

0x

a\ ot 6_x2
=0

2
C.C4 (TEMPERATURA ESPECIFICADA CONSTANTE): l(a—T) = (”)
x=0 x=0



w @) O @)
O O U



-3° PASSO: substituir a equacao do perfil e sua derivada na equacao integral da energia:




24d0 =8adt
-Integrando de d =0 em # =0 a4 J em {, ou seja:

-4° PASSO: substituir d(#) na distribuicio de temperaturas transiente adimensional:




-O fluxo de calor na superficie da parede pode ser determinado utilizando a lei de

Fourier:

oo (0T  _ 3 3.0% || _3k(T, - T;)
70 k(ax)x:o_ k{(TO T"){ 2+8at +2\/@3}}_ 2at

-Deve ser notado que a equacao anterior fornece um resultado apenas 6 % abaixo daquele

calculado pela solugdo exata obtida pelo método da similaridade.

-Além disso, esse problema também poderia ter sido resolvido utilizando a C.C.4

1(61) _[o°T
a\ ot ¥=0 ax2 =5

=0

avaliada x=0:

- Nessa condi¢ao pode ser mostrado que os resultados obtidos tém a seguinte forma:



T(x,t)—T. ( X f g 3k(Ty —T:)
I(t) = 24at L=l 1- 1) = U
o T, - T, ) 07 Jem

-Esse resultado esta 8,5 % acima daquele calculado pela solucdo exata obtida pelo
método da similaridade. Isso deixa claro que embora o método integral seja de facil
aplicacao, a precisdo dos resultados depende do perfil de temperaturas assumido e da

escolha das condi¢Oes de contorno a serem satisfeitas.

-Uma escolha que pode melhorar a precisao dos resultados consiste em se utilizar um
polindmio de 4° grau com 5 constantes a serem determinadas, utilizando a equacgdo de

conducdo avaliada tanto em x =0 quanto em x = O.



