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Conducdao bidimensional em regime permanente € governada por uma equacao
diferencial parcial de segunda ordem.

A solucdo para esse tipo de problema deve satisfazer a equacdo diferencial e
quatro condi¢des de contorno.

O método da separacao de variaveis sera utilizado para construir essa solucao.
Serdo mostradas inicialmente as ferramentas necessarias para a aplicacdao desse
método.

Na sequéncia serdo apresentados diversos exemplos resolvidos para ilustrar a

aplicacdo desse método na solucdo de problemas de conducdao de calor

bidimensionais.



1-A EQUACAO DE CONDUCAO DE CALOR

- Considerando conduc¢ao de calor em regime permanente com propriedades constantes
e escolhendo duas coordenadas de maneira arbitraria, exemplos de EDP’s nos trés

sistemas coordenados sao mostrados abaixo:
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- Para o caso especial de meio estacionario sem geracao interna de energia, as
equacoes anteriores sao simplificadas para:
0°T 0°T __ 19( dT\ 108°T __ 1 o ,0T 1 9°T
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- As seis equacodes anteriores com ¢g =0 s3o casos especiais de uma equacao

0

diferencial mais geral escrita na seguinte forma:

0°T oT 0°T oT
L) ——+hO) -+ foOT+gr(y)— +81 (M) +8 T =0
0x 0x dy dy
- Essa equacao geral € uma equacao diferencial parcial de segunda ordem, homogénea
e com coeficientes variaveis, que pode ser resolvida pelo método da separacdo de

variaveis para um conjunto especificado de condi¢coes de contorno.



2-METODO DE SOLUCAO E LIMITACOES

- A 1deia basica dessa aproximacgao € substituir a equacao diferencial parcial por um
conjunto de equacgdes diferenciais ordinarias.

- O numero de equagdes diferenciais ordinarias € igual ao numero de variaveis
independentes da equacdo diferencial parcial.

- Assim, para conducao bidimensional em regime permanente, a equagao de conducao
¢ substituida por duas equacoes diferenciais ordinarias.

- De maneira similar, para conducao tridimensional em regime permanente, a equagao

de conducdo € substituida por trés equacoes diferenciais ordinarias.



- Existem duas limitagdes importantes desse método:

1) Ele € aplicavel em equacoes lineares. Uma equacao € dita linear se a variavel
dependente e suas derivadas aparecem elevadas a primeira poténcia € se nao houver o
produto entre a variavel dependente e suas derivadas. Assim, as seis primeiras

equacoes mostradas sao lineares;

2) A geometria da regido deve ser representada por um sistema de coordenadas
ortogonal. Exemplos sdo: quadrados, retangulos, cilindros e esferas maci¢cos ou ocos,
secoes de cilindros e esferas. Isso exclui problemas envolvendo triangulos, trapézios e

outros dominios de formato irregular.



3-EQUACAO DIFERENCIAL HOMOGENEA E CONDICOES DE
CONTORNO HOMOGENEAS

- Como a homogeneidade de equacdes lineares desempenha um papel crucial no
método da separacdo de varidveis, € importante entender o seu significado.

- Uma equacgao linear € dita homogénea se ela nao se alterar quando a variavel
dependente for multiplicada por uma constante.

- A mesma defini¢ao serve para as condicoes de contorno.

- Utilizando essa definicdo para checar a equacdo abaixo, multiplica-se a variavel
dependente T por uma constante c¢, faz-se a operacdo de derivada e divide-se a

expressao resultante por ¢, donde se obtém:



- Para aplicar esse teste em condi¢des de contorno, considere a condi¢cdo de contorno

convectiva:




- O método da separacado de variaveis pode ser estendido para resolver problemas onde
a equacao diferencial e/ou as condi¢oes de contorno sao nao-homogéneas.

- Para isso deve-se realizar algum tipo de transformacao matematica na variavel
dependente para garantir que a equacao diferencial parcial e pelo menos trés das quatro
condi¢oes de contorno sejam homogéneas.

- Por exemplo, se for definida a varidvel @(x) =T(x)—1,, a condi¢do de contorno

convectiva é rescrita como:
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4-PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO DE STURM-LIOUVILLE:
ORTOGONALIDADE

- A 1ideia béasica do método da separacao de varidveis € substituir a equacao diferencial
parcial por um conjunto de equacoes diferenciais ordinarias.

- Tal conjunto pertence a uma classe de equacdes diferenciais ordinarias de segunda
ordem chamada de problemas de valor de contorno de Sturm-Liouville.

- A forma geral da equacdo de Sturm-Liouville é:

2
: fn +a; (x) dd% +[a; (x) + A,a3(0)]@, =0 (1' FORMA)

dx



- A equacao anterior pode ser reescrita da seguinte forma:

d dg,
dx dx

[p(X) } +[g(x) + A,w(0)]g, =0 (2* FORMA)

p() =% g(x) = ay p(x) Wx) = as p(x)

1)A funcao w(x) € chamada de funcao peso.
2)A equacgao anterior representa um conjunto de n equacoes correspondentes a n

valores de A,. As solucdes correspondentes sdo representadas por &, .

3)As solucdes ¢, sdo conhecidas como funcoes caracteristicas.

- Uma propriedade importante do problema de Sturm-Liouville, que € utilizada na

aplicacdo do método da separacdo de variaveis, € chamada de ortogonalidade.



- Duas funcdes, &,(x) e ¢, (x), sdo ortogonais dentro de um intervalo (a,b) com
relacdo a funcao peso w(x), se:
Jf(pn (X))@, (w(x)dx =0 n#*m

-As funcoes caracteristicas do problema de Sturm-Liouville sdo ortogonais se as

funcoes p(x), g(x) e w(x) sdo reais, e se as condicoes de contorno em X=a € em

X =b sio homogéneas e escritas na seguinte forma:

¢, =0 (TEMPERATURA ZERO)

djn = 0 (FRONTEIRA ISOLADA)
X

o + [ daf‘” = 0 (SUPERFICIE COM CONVECCAO)
X



- Para o caso especial de p(x) =0 em x=a ou em x = b, essas condi¢des podem ser

estendidas para incluir:

¢,(a) = ¢,(b) (CONTINUIDADE DE TEMPERATURAS)
dg,(a) _dg, (D)

7 J (CONTINUIDADE DE FLUXO E CALOR)
X X




EXEMPLO 1 — Considere conduc¢ao bidimensional em regime permanente na placa
estacionaria mostrada abaixo. Trés lados estdo mantidos a uma temperatura igual a
zero. Ao longo do quarto lado a temperatura varia espacialmente com x. Determine a

distribuicao de temperaturas 7'(x, y) na placa.
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(1) Consideracgoes. (1) conducdo bidimensional, (2) regime permanente, (3) sem
geracao de energia, (4) condutividade térmica constante e (5) placa estacionaria.

(2) Equacoes governantes.

0°T , 0°T

ox*> 0y’
CC1:T@,y)=0H.) C.C2: T(L,y)=0 (H.)

C.C.3: T(x,0)=0 (H.) C.C.4: T(x,W) = f(x) (N.H.)

=0 (H.)

(3) x é a direcao homogénea (2 HBC na figura)
(4) Solucao. Espera-se uma solug¢ao T'(x, y) que satisfaca a E.D.P. e as 4 condicoes de
contorno, sendo construida na forma de um produto de duas funcoes: uma que depende

somente de x, X (x), e outra que depende somente de y, ¥ (y). Assim:



T(x,y) = X(x)Y(y) (o problema consiste em determinar essas fungoes)
0% X (x)

O’ (XYW, O* (XY ()]
=0Y +X
0x? dy> 2 0x* ) dy

0°Y(y)

Z:O

- Separando as variaveis e rearranjando obtém-se:

1 0°X(x)__ 1 0°Y(y)
X(0) a* Y oy’

- O lado esquerdo € funcao somente de x e o lado direito € funcao somente de y:

1 9°X(x) __ 1 02Y(y):+/]2
X(x) o’ Y(y) ay> "

l : ~ 5 :
- A5, é conhecida como constante de separacdo. Algumas observagdes podem ser feitas

com relacdo a essa constante:



(1) A constante de separacdo esta elevada ao quadrado. Isso € somente por
conveniéncia. A solucdo sera expressa em termos da raiz quadrada da constante
escolhida. Assim, comecando com uma constante elevada ao quadrado evita-se
ficar escrevendo o sinal da raiz quadrada em todo o procedimento de solucdo.

(2) A constante tem um sinal negativo e outro positivo. Isso foi feito pois ambas
as possibilidades satisfazem a condicao de igualdade. Embora somente um sinal
forneca a solucao correta, nesse momento ainda nao sabemos qual €.

(3) A constante tem um subscrito n que € introduzido para enfatizar que diversas

constantes podem satisfazer a condi¢do de igualdade. As constantes Ay, 4,,...4,,

sao conhecidas como autovalores ou valores caracteristicos. A possibilidade de

uma dessas constantes ser zero também deve ser considerada.



(4) A igualdade dupla representa o conjunto de duas E.D.O.’s:

d*Y
+A2X, =0 d:fiAﬁ;:O
y

d*X,
dx’?

(5) Selecionando o sinal dos termos /1%. A regra € escolher o sinal positivo para a
equacao diferencial ordinaria representando a direcdo homogénea. A outra equacgao
diferencial recebe o sinal negativo.

d*X

dx?

d’y,
dy2

2 — 2 —
T+AX, =0 -A.Y, =0

(6) Solucao das equacoes diferenciais ordinarias. As E.D.O.’s podem ser resolvidas

pela técnica da equagdo caracteristica.

X,(x)=A,sin(A,x)+ B, cos(A, x)



Y, (x) =C, sinh(A,y)+ D, cos(A, y)
T,(x,y) = X,(x)Y,(y) (solu¢do produto)

- Como a E.D.P. € linear, a soma de todas as solucoes também € uma solucao, ou seja:

T(x,y)=>.X,(x)Y,(y)

n=l1
(7) Aplicacao das condicoes de contorno. Para completar a solucdo, as constantes

A,,B,,C,, D, e os valores caracteristicos A, devem ser determinados.

CCliT (0,y)=X,0)Y,(y)=0= X,(0)=0= A,sin(A, 0)+ B, cos(1,0)=0= B, =0
H/_J

%f_J %K_J
#0 =0 =1
C.C2:T,(Ly)=X,(L)Y,(y)=0= X, (L)=0= A, sin(A,L)=0= sin(A,L)=0
" —
#0 #0

271 371 nri

AL=m2m3m.. = A, =2 P2 A =M =123,
L'L’ L L

n



- A ultima expressao € chamada de equacdo caracteristica. Todas as solugdes obtidas
pelo método da separacdo de variaveis devem incluir uma equagao caracteristica para a

determinagao dos valores caracteristicos de A,,.

C.C3:7,(x,0) = X, (0)Y,(0) =0= Y, (0) = 0= C,sinh(A,0) + D, cos(4,0) = 0= D, =0
20 =0 =1

X, (x)=A,sin(A x) Y, (x)=C,sinh(A y) T,(x,y) = A, sin(A x)C, sinh(A, y)

T(x,y) = Y a,sin(A,x)sinh(4,y) a, =A4A,C,

n=1

C.C4: T(x,W)= f(x)= ian sin(A,, x) sinh(A, W) (SOLUCAO GERAL)

n=l1



- A expressao anterior ndo pode ser resolvida para @, por causa da variavel x e pelo

sinal de somatorio. Para prosseguir deve-se utilizar o conceito de ortogonalidade.

(8) Ortogonalidade. Para determinar a, deve-se aplicar ortogonalidade na direcao
homogénea, cuja fungdo sin(A,x) é solucdo da E.D.O. da direcdo homogénea.
- Ortogonalidade pode ser aplicada na solugdo geral somente se a E.D.O. da direcao

homogénea for uma equacdo de Sturm-Liouville e se as condi¢cdes de contorno em

x=0 e x = L foram homogéneas:

2 2
X pox =0 % g dfn +[ay (x) + A2as (1)]@, =0 (COMPARANDO)
X

dx? dx?

aq(x)=a,(x)=0 e a(x)=1

p(x) = e o q(x)=a,p(x)=0.1=0 w(x)=a3p(x)=1.1=1



- Como as duas condi¢des de contorno de X, (x) = sin(A,x) sio homogéneas, conclui-
se que as funcdes caracteristicas ¢, (x) =sin(A,x) e ¢, (x) =sin(A,,x) sdo ortogonais
com relagdo a funcdo peso w(x) =1.

- Agora estamos prontos para aplicar a ortogonalidade na solucao geral para determinar

a,.

Jy f()w()sin(A,x)dx = I()L{ian sin(A, x) sinh()InW)}\w(x) sin(A,,x)dx

n=1

termo adicionado termo adicionado

- Trocando o simbolo do somatorio e da integral e sabendo que w(x) =1 obtém-se:

j OL f(x)sin(A, x)dx = a,, sinh(A, W) ijOL sin(A, x)sin(A,, x)dx

n=1



- De acordo com o principio da ortogonalidade, a integral do lado direito € nula quando
m % n. Assim, todas as integrais que surgem devido ao sinal de somatorio sao nulas,

exceto no caso quando m =#; ou seja:
I()L f(x)sin(A, x)dx = a,, sinh(AnW)I()L sinz(/]nx)dx

. = 2
" Lsinh(A,W)

[ £ (0)sin(A,x)dx

- A forma final da distribuicdo de temperaturas € escrita substituindo @, e a equacgao

caracteristica para A,, obtendo-se:



T(x,y)=). - _[OL f(x) Sin(ﬂxjdx sin(ﬂxj sinh(ﬂ yj, n=12.3,..
ool : n L L L
L smh(Wj

EXEMPLO 2 - Considere condug¢ao bidimensional em uma placa semi-infinita
estacionaria conforme a figura abaixo. A placa troca calor por conveccdo com um

ambiente a T,,. O coeficiente de transferéncia de calor € h e a altura da placa € L.

Determine a distribuicdo de temperaturas em regime permanente na placa semi-

infinita.



y T, 213\13(:
r-roy |
L /() I
"X AT, /

(1) Observacoes. (1) em x=o, a placa atinge T, e (i1) as quatro condi¢des de
contorno sao nao-homogéneas. Entretanto, definindo &(x,y) =T(x,y)-T,, 3 das 4

C.C.’s tornam-se homogéneas, tornando o método da separagao de variaveis aplicavel.

(2) Formulacao.

2 2 2 2
0 T+0 T:O(H.)ja H+6 7

=0(H.)
x> 0y2 x> 0y2



(3) Solucao.




- A variavel y tem duas condi¢coes de contorno homogéneas, o termo - deve ser

sinal positivo:










20

15+ -
10 - =
5+ |
0 e |
5L i
2cot()\nL)
-10¢ S ()\nL/Bi)-(Bi/)\nL) para Bi=0,5 |
15 ()\nL/Bi)-(Bi/)\nL) para Bi=1,0 k
— ()\nL/Bi)-(Bi/)\nL) para Bi=10,0
-20 \ \ L] \ \ L[]
0 4 5 6 7 8 9 10

C.C.3: B0, y) = X, ()Y, (y) =0 =>[A exp(—1,0) + B, exp(A,0)]¥,(y) =0=> B, =0
L W J o ~ N\ —7
=0 =00 Z0




- Com os resultados anteriores obtém-se:

C.C.4: _




ian H/]BZLJ sin(A, y) + cos(A,, y)} (SOLUCAO GERAL)

n=1 n
(4) Ortogonalidade. Para determinar a, deve-se aplicar ortogonalidade na direcao
homogénea, cuja fungio [(Bi/A,L)sin(A, y) +cos(A,y)] é solugdo da E.D.O. da diregdo
homogénea.
- Ortogonalidade pode ser aplicada na solugdo geral somente se a E.D.O. da direcao
homogénea for uma equagcdo de Sturm-Liouville e se as condi¢oes de contorno em

y=0e y=L foram homogéneas:

2 2
ciz 2+, =0 % tay(y) df“ +lay(9) + 4,3 (3], =0 (COMPARANDO)
Y Y Y

aq(y)=a,(y)=0 e a3(y)=1

p) = = =1 g(y)=a,p(y) =0.1=0 w(y) =azp(y)=1.1=1



- Como as duas condi¢des de contorno de ¥, (y) =[(Bi/A,L)sin(A,y) + cos(A, y)] sio
homogéneas, conclui-se que as funcdes caracteristicas
¢,(y) =[(Bi/A,L)sin(A, y) + cos(A,y)] e ¢, (y)=[(Bi/A,L)sin(4,,y)+cos(4,,y)] sdo
ortogonais com relacao a func¢ao peso w(y) =1.

- Agora estamos prontos para aplicar a ortogonalidade na solucao geral para determinar

a,.

IO Lf(»)~T ]w(y)[( Ljsm(/lmy)+008(/1my)}

o J/

termo adicionado

Io {Za K AL jsm(ﬁny) COS(An)’)}}W()’)KﬁJsin()lmy)+c0s(Amy)}dy

-
termo adicionado




- Trocando o simbolo do somatorio e da integral e sabendo que w(y) =1 obtém-se:

[ Lf)-T, ]K

Ljsm()lm y) +cos(4,, y)}dy =

m
Bi
Zjo sm(Any) +cos(A,,y) = sin(A,, y) +cos(A,, y) |dy
m
- De acordo com o principio da ortogonalidade, a integral do lado direito € nula quando
m # n. Assim, todas as integrais que surgem devido ao sinal de somatoério sdao nulas no

caso quando m =, obtendo-se:

Bi

2
.[0 [f(y)—-T, ]K L]sm()lny)+cos(/lny)}dy a -[0 [( Ljsm(/lny) cos()lny)}

- A integral do lado direto € escrita como:

n l’l



- Resolvendo para . obtém-se:

- A forma final da distribuicdo de temperaturas € escrita como:



_ (EQUACAO CARACTERISTICA)

EXEMPLO 3 — Uma placa semi-infinita de espessura 2L move-se através de um forno

com velocidade U e deixa o forno a uma temperatura 7,. Fora do forno a placa €



resfriada por convecgdo. O coeficiente de transferéncia de calor é h e a temperatura

ambiente € T,,. Determine a distribuicdo de temperaturas bidimensional em regime

permanente na placa.

) A h.T, 2 HBC
# j |
| — U I
_.Fl[_}.—,:.)‘_:._.___._______._.___. ._______i o ___c/
HIN — |
\ hT.
TO

(1) Formulacao. Definindo a variavel excesso de temperaturas:

O(x,y)=T(x,y) T,



(2) Solugio. B&:3) = X(OY(3)




- (direcdo homogénea)

(3) Aplicacao das condicoes de contorno.







30

I ‘ ‘ I I
——— (\Dtan(x L)
25+ Bi=1,0 L
Bi=10,0
Bi=20,0
20
15 .
10
5 L
0 _
_5 | | | | | | |
0 1 2 3 5 7 8 9 10
AL

C.C3: f(0,y) =X, ()Y, (y)=0=



C.C.4: _

(4) Ortogonalidade.







(5) Forma final da distribuicao de temperaturas.




EXEMPLO 4 — Dois cilindros soélidos idénticos de raio r

-, € comprimento L sdo

pressionados coaxialmente com uma forca F' e rotacionados em direcOes opostas. A

velocidade angular € @ e o coeficiente de atrito na interface € L. As superficies
cilindricas trocam calor por convecgao com um meio a T, e coeficiente de convecc¢ao

h. Determine a temperatura da interface.

2 HBC

h,
4 g




(1) Formulacdo. Definindo 6(r, z) = T(r, z) - T, tem-se que:

C.C.I:

(H.)




(2) Solucao.




(3) Aplicacao das condicoes de contorno.

C.C.z: _



A
—k[-Z; (2) AN I (A )= hZ (2) A J o (Arr) (Air,) ) - Bi,
JO (/]kro)

30 T T T T 1 ! ‘ L1 ‘
AT AT AT
o5 | Bi=1,0
Bi=10,0
Bi=20,0
20 |
151
10
5 L
0
-5 ‘
0o 1 2 3 4 5 8 7 8 9 10






C.C4:



(4) Ortogonalidade.
_ q(N=0r=0cw(r)=lr=r




- Distribui¢do de temperaturas:
- A temperatura na interface € determinada substituindo z =0 na expressao anterior:




EXEMPLO 5 — Em um cilindro sdlido estacionario de raio 7, e comprimento L existe
geracdo de energia térmica volumétrica a uma taxa uniforme ¢. Uma das superficies
planas estd mantida a 7, enquanto a outra superficie estd isolada. A superficie
cilindrica estd mantida a uma temperatura 7,. Determine a distribuicao de temperaturas

no cilindro em regime permanente.

. o3
o
o
Y
(L
3
ANNNNNENNNAN



(1) Formulacéo. Definindo 8(r,z) =T(r,z) —T, obtém-se:

19( 30\ 9*6 ¢
= +L=0 (N.H.
rar( ar) 02 k ( )
c.c.1: 9993 _ o 1y c.c2 60,,2)=0 H)
r
cc3: 990D 6 1y cca B0)= T,-T, (N.H.)

0z

(2) Solucao. A E.D.P. ¢ ndao-homogénea devido ao termo de geracdo de energia.
Assim, n0s ndao podemos prosseguir diretamente com o método da separacdo de
variaveis. Ao invés disso, podemos assumir uma solu¢do na forma:

2 .
or 622 dz* k

O(r,z) =W (r,z) + ¢(z) (solucao composta) (
ror



o) :
( awj w =0 (E.D.P.H.) d_(ﬂ q 0 (E.D.O.N.H.)
ror Pk

or az dz
c.c.1: 900,29 _040.2) 0¢z) __ 04(0.2) _ py
or or or or
H/_J

=0
C.C2: 8(r,,2)=W(r,,2)+¢(z) =0=>(r,,z) =—¢(z) (N.H.)
06(r,L) _0y(r,L) , dy(L) _ .

C.C.3: =
0z 0z dz
H/_J
=0
dg(L) _ 540 (r,L)

(C.C.1 para ¢) ——= =0 (H.

dz 0z

C.C4: 0(r0)=¢(r0)+¢0)=T,-T,
(CONVENIENCIA) %(7,0)=0 (H.) e @0)=T, T, (C.C.2 para ¢)



- Note que a separacdo das condi¢des de contorno € guiada pela regra que, quando
possivel, as condi¢des de contorno da equagao diferencial parcial sao escolhidas tal

que elas sejam homogéneas.

- 1° PROBLEMA:
2 )
(E.D.ON.H.) ill_qa % 0 C.C.1: dfi(zL) =0C.C2: 0)=T -T,
Z
2
=-L +FE+F
WAz) = 2k z
dg(L) _ 4L gL :

+E=0=E="" ¢0)=- ‘Izok +E0+F=T,-T,=> F=T, T,

@z >-4’2l,‘j{ U—(zT}(TO—Ta)

dz



- 2° PROBLEMA:

C.C.1: - (H) C.C.2: ¢(r,.2) = ~¢(z) (N.H.)

. - ()  C.C4: PEO)=0 (H)




(3) Aplicacao das condicoes de contorno.

C.C.1

C.C






C.C.Z: _

(4) Ortogonalidade.




(ORTOGONALIDADE)







EXEMPLO 6 — Uma gota condensando sobre uma superficie plana horizontal pode ser

modelada como um hemisfério de raio R. A temperatura da base da gota, T, €

assumida menor que a temperatura da superficie convexa. Pode-se também assumir
que a temperatura da superficie convexa € igual a temperatura de saturacdo do liquido,

T . Determine a distribuicao de temperaturas na gota. Despreze efeitos de conveccao e

considere que a taxa de variacao da massa da gota com o tempo € desprezivel.

z
3




(1) Equacoes governantes.

i(rza_Tj_l_ .1 i(sin@a—Tj:O(H.)
or Oor ) sin@06 00

07(0,6)

r

07 (r,0)

(1) T(R,6) =Ty (N.H.) (2) =0 (H.)

(3) T(r,nf2) =T (N.H.) (4) =0 (H.)

O(r,0)=T(r,0) - T~ (EXCESSO DE TEMPERATURAS)
3(}’2 0_@) + .1 i(sin Ha—@j =0 (H.
or or ) sin@08 00

00(0,6)

r

(1) OR,0)=T5 T =04 (N.H.) (2)

=0 (H.) ou ©(0, &) = finito



(3) ©(r,n/2)=0 (H.) 4) 00(r,0)

=0 (H.) ou ©(7,0) = finito

(2) Solucao produto.
O(r,0) =G(r)H(6)

li(,ﬂ O_G) =— ! & (sin Ha—H) =+ )

G or or Hsin@806 00
2

r? ‘; f + 2r‘;—G -A*G=0 (EQUACAO DE EULER)
7 r

d ( dH
df

sin eﬁj +A°(sin@)H =0 (EQUACAO DE LEGENDRE)



(3) Solucao das equacoes diferenciais ordinarias. A solucdo geral da equacgdo de
Euler é obtida fazendo a transformac¢do v =Inr de tal forma que as possam ser

reescritas na seguinte forma:

dG _dGdv _dG d _1dG
= = (Inr)=-"2
dr dvdr dvdr r dv
d°G _d (de_ d (151(;)_ d (ljd_GJrli(d_Gj__id_GJrld(dG/dv)
dr? dr\dv) dr\rdv) dr\r)dv rdr\dv P2dv r dr
d(dG/dv) _d(dG/dv)dv _d*G d inr) = 1d°G
dr dv dr gv? dr r dv?

d*G __1dG  1d°G

dr? r2dv p? dy?



- (E.D.O. COEFICIENTES CONSTANTES)

- Por simplicidade define-se n; = n de tal forma 7, possa ser reescrito como:

- Substituindo _ e rearranjando obtém-se:




- Além disso, o produto n(n +1) fornece que:

- Para raizes reais e distintas a solugdo geral da equacdo de Euler € escrita como:

- Ja a solucdo da equacdo de Legendre € obtida definindo inicialmente a seguinte

variavel de transformacao:



- A solucgao geral, conforme o Apéndice, € escrita como:



O(r,0) = G(r)H ()

O(r,0) = i(Ar” + %)[CP,Z (cos@) + DQ, (cosb)]

n=1 r

(4) Aplicacao das condicoes de contorno. Para completar a solucdo, as constantes

A, B, C e D devem ser determinados.

- Aplicando a condi¢do de contorno 2 obtém-se:

0(0,0) = H(O)| A0"™ + B |- fnito= B=0
\ ) T On+1
Z0 - ——

=00

- Aplicando a condi¢ao de contorno 4 obtém-se:



O(r,0) = G(r)[CP,(cos0) + DO, (cos0)] = G(r[CP,(1)+ DO, (1)] = finito = D =0

~—— ——
Z0 =1 (%]

- Até o momento a solucao € escrita como:

O(r,0) = iAr"CPn n) :iarnPn n) a=AC

n=l1 n=1

- Deve ser notado que nado foi necessaria a aplicacdo da condi¢ao de contorno 3 visto
que a constante de separacado e as raizes da equacgdo caracteristicas foram relacionadas
entre si, eliminando a necessidade de uma equagéo para A.

- Aplicando a condi¢do de contorno 1 obtém-se:

O(R,0) =04 = > aR"P,(17)

n=l



(5) Ortogonalidade.




(ORTOGONALIDADE)




© O
o(r,6) = zR—;j[Pn_l (0) = P41 (017" P, (17)
=1

(DISTRIBUICAO DE TEMPERATURAS)

T(r, H) - TC + (TS - TC)Z[PI’Z—I (O) - Pn+1 (O)](I_};j Pl’l (COSH)

n=l1

EXEMPLO 6 — Um so6lido estacionario no formato de um cubo com lados de
comprimento L e k constante estd fixado sobre uma superficie. A distribuicdo de
temperaturas na base do solido € denotada por f(x,y). Um fluido refrigerante com

temperatura T,, e coeficiente de transferéncia de calor & elevado escoa sobre o cubo.
Obtenha distribuicdo de temperaturas 7(x, y,z) em regime permanente no solido.



§ e _—

(1) Formulacao.




C.C.1: T(x,y,0) =T, (N.H.)
CC2: T(x,y,L)= f(x,y) (N.H.)
C.C3:T(x,0,2) =T, (N.H.)
CC4:T(x,L,z)=T, (N.H.)
C.C5:T(,y,z) =T, (N.H.)
C.C6:T(L,y,z)=T, (N.H.)

O(x,y,z) =T(x,y,z) - T, (EXCESSO DE TEMPERATURAS)
0’0 0°6  9°0
0x> "’ dy> "’ 0z>

C.C.1: 8(x,y,0)=0 (H.) C.C.2: (x, y,L) = f(x,y)— T, =¢(x,y) (N.H.)
C.C.3: 8(x,0,z) =0 (H.) C.C4: @(x,L,z) =0 (H.) (y é direcao homogénea)

=0 (H.)



C.C.5:6(0,y,z) =0 (H.) C.C.6: B(L, y,z) =0 (H.) (x é direcdo homogénea)

(2) Solucao.




(DIRECAO HOMOGENEA)




(3) Aplicacao das condicoes de contorno:

C.C.1:

C






(4) Dupla ortogonalidade.







5 — CONDICOES DE CONTORNO NAO-HOMOGENEAS: O METODO DA
SUPERPOSICAO



- O método da separacdo de variaveis pode ser aplicado para resolver problemas de
condugao com condi¢des de contorno nao-homogéneas com o auxilio do principio da
Superposicao.

- Nessa aproximacdo, um problema € decomposto em problemas mais simples em
numero igual ao numero de condi¢des de contorno nao-homogéneas.

- Para cada problema mais simples € atribuida uma condi¢cdo de contorno ndo-
homogénea de maneira que quando os problemas mais simples e suas condi¢des de

contorno sao adicionados, retorna-se a formula¢ao do problema original.



. - 2 2
& IRCL 0T LT _ o (1)

LK\ 0x> dy°
. _,9T(@,y) _
q;ﬂ' g(y) CC.1: -k Ox —
CC2:T(L,y)=g(y) (N.H.)
C.C.3: T(x,0) = f(x) (N.H.)

L
0 —> X C.C4: -k e =hTx,W)-T,] (N.H.)
o0 0y

g, (N.H.)

- Como todas as 4 condicOes de contorno sao ndao-homogéneas, pode-se separar o
problema original em 4 problemas mais simples, cada um com uma condi¢ao de

contorno nao-homogeénea.
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flx) x 0 r

T(x,y) =T (x,y) + T (x, y) + T3(x, ) + T, (x, ¥) (SOLUCAO POR SUPERPOSICAO)



- As quatro solucgdes, T, (x, y),n =1,2,3,4, devem satisfazer a E.D.P. e as 4 C.C.’s:




- E importante verificar se a composi¢ao dos problemas fornece a formulacao original,

ou seja, equacao diferencial e condi¢oes de contorno.







EXEMPLO 6 — Considere condugao de calor bidimensional na placa delgada mostrada
abaixo. Considerando que a placa esta estacionaria, que ndao ha geracao interna de
energia € que sua condutividade térmica € constante, determine a distribuicdo de

temperaturas 7(x, y) em regime permanente na placa.

b
oo
1 / -
. h, T,
hT, %
H \ -~ q”
Ay i

| B

h, T,



8(x,y) =T(x,y) - T,, (EXCESSO DE TEMPERATURAS)




h,0

¢(x)

&H

X

h,0

¢(x)

h,0

h,0

h,0

/+\

AY

h,0

HQ&H

—

h,0

8(x,y) = 6,(x,y) + 6, (x,y) (SOLUCAO POR SUPERPOSICAO)

026, +6291 _

0 (H.)
0x> 6y2

PROBLEMA 1:

06.0.7) _ h6,(0,y) (H.) C.C2: -k aelgb, 2 h6, (b, y) (H.)

Ox X
06, (x,0)
dy

CC.1: k

C.C3: k = 16,(x,0) (H.) C.C.4: 6 (x, H) = ¢(x) (N.H.)




PROBLEMA 2. -<H.>

E.D.P: _







SOLUCAO DO PROBLEMA 1




SOLUCAO DO PROBLEMA 2







