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CAPITULO 1

INTRODUCAO A CONDUCAO TERMICA

1-ALGUMAS APLICACOES DE CONDUCAO TERMICA

Condug¢do térmica consiste na propagacdo de calor no interior de um meio
estaciondrio (solido, liquido ou gasoso), aquecido irregularmente ou entre meios
estaciondrios distintos em contato direto. Vamos tentar entender este processo. Imagine
que peguemos uma barra de ferro e aquecemos uma de suas extremidades de forma que
iremos segurar a outra extremidade com a mao. Apos certo periodo iremos observar que
a barra ird esquentar da extremidade onde estd a chama até a extremidade onde estd a
mao. Esse efeito de transferéncia de calor de uma extremidade para a outra é o que nos
chamamos de conducdo térmica. Note que a conducdo térmica precisa de um
meio material para ocorrer, ou seja, a condugdo térmica ndo ocorre no vicuo. Em
termos microscopicos, a regido proxima da chama tem o movimento vibratério de suas
moléculas aumentado, adquirindo assim maior energia cinética, que € transferida através
de choques as particulas vizinhas, que também aumentam seu movimento vibratdrio.
Através desse transporte de energia, toda a barra é aquecida.

A conducdo térmica ocorre com maior ou menor facilidade dependendo da
constituicdo atomica do material, a qual faz com que ele seja classificado como
condutor térmico ou isolante térmico. Os metais, por exemplo, sdo bons condutores de
calor devido ao fato de possuirem os elétrons mais externos “fracamente” ligados,
tornando-se livres para transportar energia por meio de colisdes através do metal. Ja o
vidro, borracha, isopor, 13, algodao, gelo, peles de alguns animais, gases, cortiga,
poliestireno, fibra ceramica (composta de alumina e silica), 1a de vidro (um componente
fabricado em alto forno a partir de silica e sddio, aglomerados por resinas sintéticas),
etc., sdo maus condutores de calor (isolantes térmicos) devido ao fato de possuirem os

elétrons mais externos de seus atomos firmemente ligados.



Os liquidos e gases, em geral, sdo maus condutores de calor. O ar, por exemplo,

€ um Otimo isolante térmico. As roupas de 13, os pelos dos animais, o isopor, a

serragem, sdao Otimos isolantes térmicos pois retétm o ar entre suas fibras.

A neve € outro exemplo de um bom isolante térmico. Isto acontece porque os flocos de

neve sao formados por cristais, que se acumulam formando camadas fofas aprisionando

o ar. No frio, as aves costumam eri¢ar suas penas para captar o ar entre elas e se

aquecerem. Nas construcdes, para melhor o isolamento térmico e acustico, aconselha-se

utilizar paredes duplas com tijolos ceramicos, deixando um espaco de ar entre as

paredes. A propriedade dos materiais que indica a facilidade ou a dificuldade em se

conduzir calor € chamada de condutividade térmica, que serd discutida posteriormente

com mais detalhes. Diversos exemplos didrios ajudam a exemplificar situacdes onde o

fenomeno da transferéncia de calor por condugao térmica € relevante:

1.

2.

3.

4.

Usualmente, as panelas t€ém cabo de plastico ou de madeira, pois o plastico e a
madeira t€ém sua condutividade térmica menor do que o ferro, e assim o calor
demora um tempo muito maior para se propagar na madeira ou no plastico,
fazendo com que consigamos pegar a panela do fogo sem que queimemos a
mao;

Desde a pré-historia o ser humano observa a natureza e aprende com ela. Os
humanos primitivos perceberam que alguns animais que resistem bem ao frio
sao revestidos de pelos. Essa observacdo pode ter inspirado o ser humano pré-
histérico a usar peles de animais para se proteger do frio. Atualmente usamos
roupas apropriadas para isso, os agasalhos. Os agasalhos que usamos, os pelos
dos animais e a camada de gordura de alguns deles t€ém sob a pele sao
bons isolantes térmicos, que dificultam a perda de calor do organismo para o
ambiente mais frio;

As penas das aves também tém o papel de dificultar a perda de calor para o
ambiente. Entre as penas, fica retido um pouco de ar, que é um bom isolante
térmico e ajuda a reduzir a perda de calor;

O isopor, usado para fazer caixas térmicas isolantes, se vale exatamente desse
mesmo principio. Ele nada mais € do que um tipo de plastico (chamado
poliestireno) fabricado de modo a conter diversas bolhas de ar minudsculas dentro

de si. Essas bolhas deixam o isopor fofo e o torna um bom isolante térmico;



5.

10.

11.

12.

O gelo também é, por incrivel que possa parecer, um bom isolante térmico. Os
esquimoés possivelmente perceberam que a camada de gelo que se forma na
superficie dos lagos impede o contato da dgua que fica abaixo dela com o ar frio,
ou seja, funciona como isolante térmico e, por isso, essa dgua ndo congela.
Possivelmente dai surgiu a inspiragdo para fazer os iglus, construcdes de gelo
cujo interior é mais quente que o ambiente externo;

Aluminio e aco inox sdo metais empregados em panelas, pois garantem rapida
transferéncia de calor da chama para o alimento;

Panelas e vasilhas de vidro ou de ceramica exigem maior tempo para transferir o
calor ao ambiente. E por isso que, para mantermos a temperatura do alimento, o
ideal € servimos em vasilhas de ceramica;

Um mergulhador utiliza uma roupa de neoprene que reduz a perda do calor do
corpo. O neoprene é formado por um tipo de borracha que contém milhares de
mintsculas bolhas em seu interior. Gragas a essa caracteristica, a 4gua que entra
na roupa nao sai, logo ela é aquecida pela temperatura corporal e cria uma
barreira isolante entre o mergulhador e o meio liquido no qual ele esta envolto;
Os beduinos do deserto usam roupas grossas e de 1a (isolante térmicos) para que
seu corpo, durante o dia, mantenha a temperatura interna em torno dos 36 °C e
ndo receba calor do meio exterior que pode chegar a até 45 °C e, durante a noite
quando as temperaturas sdo muito baixas, reduzam a perda de calor para o meio
externo;

Um conjunto de componentes eletronicos usualmente € resfriado por convecc¢do
natural e/ou for¢ada. Um sumidouro de calor consistindo em um conjunto de
aletas é recomendado para manter os componentes eletronicos abaixo de uma
temperatura especificada. A determinacdo do numero necessario de aletas,
configuracdo, dimensdes e material € um problema de conducio térmica;

No caso de uma falha em uma bomba responsavel pela circulagdo de um fluido
refrigerante em um nucleo de um reator nuclear, a temperatura do elemento
nuclear comecara a aumentar até sua fusdo. O tempo necessario para o inicio do
processo de fusdo é um problema de condu¢do com mudanga de fase;

Estruturas glaciares estdo derretendo devido ao aquecimento global. A
estimativa da quantidade de gelo fundida até o ano de 2050, por exemplo, é um

problema de conducao térmica com mudanga de fase;



13. Um escudo de calor € utilizado para proteger um veiculo espacial durante sua
reentrada na atmosfera. Ocorre o fendmeno chamado de ablagdo (perda de
material sofrida pela superficie de um veiculo espacial, por fusdao ou
vaporizacdo, quando de seu regresso a Terra) do escudo de calor conforme ele
atravessa a atmosfera. A especificacdo do material e da espessura do escudo de
calor para proteger o veiculo espacial durante sua reentrada € um problema de
conducao térmica;

14. Crio cirurgias sdo utilizadas para o tratamento de certos canceres de pele pelo
congelamento do tecido maligno. Entretanto, o contato prolongado com as
substincias utilizadas na criogenia (nitrogénio liquido, mistura de gases, por
exemplo) pode provocar danos ao tecido saudavel proximo da regido afetada. A
determinacao do histérico de temperaturas na vizinhanca do tecido afetado pode
ajudar no controle de possiveis alteragdes do tecido saudavel,

15. A condugdo de calor no processo de fundi¢do € acompanhada por mudanga de
fase. A determinacao da distribui¢do de temperaturas transiente € do movimento
da interface da frente sélido-liquido € importante em uma andlise de tensdes
térmicas. Essas tensdoes podem prejudicar a integridade fisica do material;

16. Em operacdes de processamento de alimentos, correias transportadoras sio
utilizadas para transportar produtos alimenticios através de espacgos refrigerados.
Uma andlise de condugdo transiente pode ser utilizada para determinar a

velocidade requerida da correia transportadora.

2-LEI DE FOURIER

Nao é uma tarefa facil medir diretamente a transferéncia de calor em um meio.
Em vez disso, a distribuicdo de temperaturas em um corpo pode ser medida com o
auxilio de dispositivos tais como termopares, termistores, termometros ou dispositivos
6ticos. O fluxo de calor (energia térmica transferida por unidade de tempo e por unidade
area) em um meio € entdo determinado pela utilizagdo do campo de temperaturas
medido juntamente com a lei fundamental da conducao de calor, comumente conhecida
como lei de Fourier.

Essa lei relaciona o fluxo de calor (W/m?) em uma posi¢io especifica no interior

de um meio de interesse ao gradiente de temperaturas na mesma posicdo. Embora essa



lei seja atribuida ao famoso fisico e matematico francés Joseph Fourier, sua origem, e
também a origem da teoria matematica da conducdo de calor, é ainda controversa. Uma
descricdo detalhada de eventos relevantes pode ser encontrada no trabalho de Herivel
(1975). Segue um breve resumo de eventos histéricos.

A primeira base teérica para problemas de condugdo de calor foi publicada por
Fourier (1804). Nesse trabalho possivelmente equivocado, Fourier se refere a um
trabalho de J. B. Biot (1804) sobre a propagacdo de calor em um meio. Historiadores da
ciéncia (Herivel, 1975) especulam que o conteddo do trabalho de Biot talvez tenha sido
mostrado a Fourier antes de sua publicacdo, levando Fourier a focar sua ateng¢do no
problema da propagacdo de calor no continuo. Talvez, entdo, o nome de Biot devesse
ser mencionado junto ao nome de Fourier no momento dos créditos da origem da teoria
matematica da conducao de calor.

O trabalho original de Fourier foi expandido e publicado em sua autobiografia
em 1807 (Refs. 4 e 5). Uma teoria expandida e corrigida de propagagdo de calor no
continuo foi apresentada por Fourier em 1811 em uma tese premiada (Refs. 6 e 7). Essa
tese foi submetida por Fourier para concorrer ao grande prémio do Instituto de
Matematica em 1811. O comité do prémio que julgava os trabalhos apresentados era
composto de Lagrange, Laplace, Malus, Hauy e Legendre. Apesar das criticas severas
da tese de Fourier pelo comité e em particular por Laplace a Lagrange, o grande prémio
foi dado a Fourier. Entretanto, o Instituto de Matematica ndo publicou o trabalho
premiado de Fourier. Foi somente ap6s Fourier tornar-se secretirio da Academia
Francesa de Ciéncias varios anos mais tarde que seu trabalho foi publicado (Refs. 6 e 7).

Em 1822 Fourier publicou uma versdo melhorada de seu trabalho prévio sobre a
propagacdo de calor na sua teoria analitica do calor (Fourier, 1822), que expandiu e
generalizou conceitos matematicos prévios como a expansdao de uma fun¢do em uma
série de fungdes trigonométricas (seno e cosseno). As Refs (6-8) sdo consideradas as
primeiras fontes bem documentadas sobre a teoria da condugdo de calor.

A lei de Fourier é fenomenoldgica, isto é, ela foi desenvolvida a partir de
fendmenos observados ao invés de ter sido derivada a partir de principios fundamentais.
Por esse motivo, vemos essa equacdo de taxa como uma generalizacdo baseada em uma
vasta evidéncia experimental. Por exemplo, considere o experimento de conducdo de

calor, em regime permanente, mostrado na Fig. (1):
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Figura 1 — Experimento de conducdo térmica em regime permanente (Fonte: Bergman

et al. 2014).

Um bastao cilindrico de material conhecido tem a sua superficie lateral isolada
termicamente, enquanto as duas faces restantes sdo mantidas a diferentes temperaturas,

com 7, >T,. A diferenca de temperaturas causa transferéncia de calor por conduc¢io no
sentido positivo do eixo x. Somos capazes de medir a taxa de transferéncia de calor g,

e buscamos determinar como ¢, depende das seguintes varidveis: AT, a diferenca de
temperaturas; Ax, o comprimento do bastdo; e A, a 4rea da secdo transversal do bastao.

Podemos imaginar que, inicialmente, os valores de AT e Ax sejam mantidos
constantes, enquanto o valor de A varia. Ao fazermos isso, verificamos que ¢q, €
diretamente proporcional a A. Analogamente, mantendo AT e A constantes,

observamos que ¢, varia inversamente com Ax. Finalmente, mantendo A e Ax

constantes, temos que ¢, € diretamente proporcional a AT. O efeito conjunto é, entdo:

AT
a A— 1
q. A (D)

Ao mudarmos o material (por exemplo, de um metal para um plastico),

observariamos que a proporcionalidade anterior permanece vélida. Contudo, também
constatariamos que para valores idénticos de A, Ax e AT, o valor de g, seria menor
para o plastico do que para o metal. Isso sugere que a proporcionalidade pode ser

convertida em uma igualdade pela introdu¢ao de um coeficiente que é uma medida do

comportamento do material. Assim, reescrevemos a Eq. (1) na seguinte forma:



g, = kA~ @)

onde &, a condutividade térmica (W/(m.K)), ¢ uma importante propriedade do material.

Levando a expressdo anterior ao limite quando Ax — 0, pode-se reescrever a Eq. (2) na

seguinte forma:

g =1l 3

ou para o fluxo de calor (fluxo térmico):

. dr
e @

O sinal de menos € necessario porque o calor é sempre transferido no sentido da

diminui¢do das temperaturas. A lei de Fourier, como escrita na Eq. (4), implica que o
fluxo de calor € uma grandeza direcional. Em particular, a direcdo de q; ¢ normal a

area da secdo transversal A. Ou, de uma forma mais geral, a direcao do fluxo de calor
serd sempre normal a uma superficie de temperatura constante, chamada de superficie

isotérmica, conforme a Fig. (2):

)¢
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Figura 2 — Relagao entre o sistema de coordenadas, o sentido do fluxo de calor e o

gradiente de temperaturas em uma dimensao (Fonte: Bergman et al. 2014).



A Fig. (2) ilustra o sentido do fluxo térmico q; em uma parede plana na qual o

gradiente de temperaturas dT/dx € negativo. A partir da Eq. (4) conclui-se que q; é

positivo. Note que as superficies isotérmicas sdo planos normais a dire¢do do eixo x.
Reconhecendo que o fluxo térmico € uma grandeza vetorial, podemos escrever um

enunciado mais geral para a equagao da taxa de condugao (lei de Fourier) na forma:

,, oT . .oT . T
=—kOT ==k|i—+j—+k— 5
1 (1 ox oy azJ ©)

onde [J é o operador gradiente tridimensional e T(x,y,z) € o campo escalar de
temperaturas. Estd implicito na Eq. (5) que o vetor fluxo térmico encontra-se em uma
direcdo perpendicular as superficies isotérmicas. Consequentemente, uma forma

alternativa da lei de Fourier pode ser escrita como:

" dr
=—-k— 6
q, n (6)

onde ¢, € o fluxo térmico em uma direcdo n, que € normal a uma isoterma, como

mostrado para o caso bidimensional da Fig. (3). A transferéncia de calor ¢ mantida pelo

gradiente de temperaturas ao longo de n:

i)

Isotherm

v
Figura 3 — Vetor fluxo térmico normal a uma isoterma em um sistema de coordenadas

bidimensional (Fonte: Bergman et al. 2014).



Deve ser observado que o vetor fluxo térmico pode ser decomposto em
componentes, de tal forma que, em coordenadas retangulares, a expressao geral para ¢

é:
q =iq, +iq, +kq, (7
onde, a partir da Eq. (5), tem-se que:

. dT . dT " dT
=k =—k— =—k— 8
q, z q, & q. p (®)

Cada uma dessas expressoes relaciona o fluxo térmico através de uma superficie
ao gradiente de temperaturas em uma dire¢ao perpendicular a superficie. Também esta
implicito na Eq. (5) que o meio do qual a condu¢do ocorre € isotropico. Em tal meio, o
valor da condutividade térmica é independente da dire¢do da coordenada.

A lei de Fourier € a pedra fundamental da transferéncia de calor por conducio e
suas caracteristicas principais sdo resumidas a seguir. Ela ndo é uma expressdo que
possa ser derivada a partir de principios fundamentais; ao contririo, ela ¢ uma
generalizagdo baseada em evidéncias experimentais. Ela € uma expressdo que define
uma importante propriedade dos materiais, a condutividade térmica. Além disso, a lei de
Fourier € uma expressdo vetorial, indicando que o fluxo térmico € normal a uma
isoterma e no sentido da diminui¢do das temperaturas. Finalmente, deve ser notado que
a lei de Fourier se aplica a toda a matéria, independentemente de seu estado fisico

(s6lido, liquido ou gas).
3-LEI DE FOURIER PARA MATERIAIS ANISOTROPICOS

No item anterior foi considerado que a conducdo ocorre em materiais ditos
isotropicos; ou seja, a condutividade térmica ndo depende da direcdo. Existem diversos
materiais naturais e sintéticos na qual a condutividade térmica varia com a direcdo; eles
sao ditos materiais anisotrépicos. Por exemplo: cristais, madeira, rochas sedimentadas,
metais que tenham sido submetidos a processamento pesado, folhas laminadas, cabos,

materiais de blindagem térmica para veiculos espaciais, fibras de reforco de estruturas
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compostas, dentre outros. Na madeira, por exemplo, a condutividade térmica € diferente
ao longo do grdo, através do grdo e circunferencialmente. Em folhas laminadas a
condutividade térmica ndo € a mesma ao longo e através das laminagdes. Dessa forma,
fica claro que a condugdo de calor em materiais anisotropicos tem numerosas aplicacoes
importantes em varios campos da ciéncia e da engenharia.

A grande maioria dos estudos recentes sobre esse assunto estdo limitados a
transferéncia de calor por condu¢do unidimensional em cristais. A equacgdo diferencial
da conducdo de calor em materiais anisotropicos envolve derivadas cruzadas das
variaveis espaciais; além disso, a analise geral da condu¢do em materiais anisotropicos é
bastante complexa. Quando as derivadas cruzadas estdo ausentes na equacdo da
conducdo de calor, como no caso de sdlidos ortotropicos, a analise de transferéncia de
calor € significantemente simplificada e pode ser encontrada em diversas referéncias na
literatura. Trabalhos experimentais relacionadas a condugdo de calor em materiais
anisotropicos sdo bastante restritos e sdo encontrados principalmente estudos de
conducdo unidimensional em materiais ortotropicos.

No caso de materiais isotropicos, a lei de Fourier, expressa pela Eq. (5),
relaciona o fluxo de calor ao gradiente de temperaturas em qualquer ponto no interior de
um material isotropico, conforme discutido anteriormente. A condutividade térmica em
qualquer ponto de um material isotropico, conforme a Eq. (5), é independente da
direcdo. No caso de materiais anisotropicos, por outro lado, a condutividade térmica é
dependente da dire¢do. Portanto, a lei de Fourier precisa ser generalizada para levar em
consideragdo a dependéncia direcional da condutividade térmica. A lei de Fourier
generalizada para conducdo de calor em materiais anisotropicos em um sistema de

coordenadas retangulares pode ser escrita na seguinte forma:

J=X,y,z

" oT
=— k.— i=x,y,z 9
q; > s y ©)

Aplicando a Eq. (9) em um sistema cartesiano retangular x,y,z obtém-se trés

equagoes para o fluxo de calor, cada uma correspondendo a uma dire¢do cartesiana:

ook O AT, T

— — 10
Tox Yoy Toz (10)
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Consequentemente, a condutividade térmica, k;, de um material anisotropico é

ij°
um tensor de segunda ordem. As Egs. (10-12) podem ser reescritas na forma matricial

da seguinte forma:

q.| |k, k, k_|[0T/ox
q,|=|k, k, k. |0T/dy (13)
. k 0T/0z

O significado dos coeficientes da condutividade térmica na matriz da Eq. (13) é

similar aos coeficientes de tensdo na mecéanica do continuo. Por exemplo, k € a
condutividade térmica na direcdo x em um ponto localizado em um plano perpendicular

ao eixo x. De maneira similar, k,, ¢ a condutividade térmica na direcdo y em um ponto

localizado em um plano perpendicular ao eixo x e k_ € a condutividade térmica na

direcdo z em um ponto localizado em um plano perpendicular ao eixo x.

Em geral o primeiro subscrito no coeficiente da condutividade térmica se refere
ao eixo perpendicular na qual estd localizado um plano passando através de ponto de
interesse. O segundo subscrito se refere a dire¢ao da condutividade térmica. Os varios

coeficientes na matriz de condutividades térmicas ndo sdo independentes. Existem

diversas relagdes matemdticas entre os coeficientes, como por exemplo, k; =k,

k.k. —k.JZ. >0 para i # j.

i i i

Expressoes similares para as Eqgs. (9-13) podem ser obtidas para outros sistemas
de coordenadas. Como o estudo da conducdo de calor em materiais anisotropicos esta
fora do escopo desse curso, tais expressdes nao serdo apresentadas. Os principios de
conducdo de calor em meios anisotropicos sdo utilizados em diversas classes de

materiais compdsitos e constituem um topico de pesquisa contemporaneo na area de



12

ciéncias térmicas. Tais principios podem ser encontrados em trabalhos cientificos e

livros especializados.
4-CONDUTIVIDADE TERMICA

Para se utilizar a lei de Fourier, a condutividade térmica do material deve ser
conhecida. Essa propriedade, que € classificada como uma propriedade de transporte,
fornece uma indicacdo da taxa na qual a energia € transferida pelo processo de difusao.
Ela depende da estrutura fisica da matéria, atbmica e molecular, que esta relacionada ao
estado da matéria. A partir da Eq. (8), as condutividades térmicas associadas a condu¢dao

nas dire¢des x, y e z sdo definidas como:

R . 2 . T (14)

* (oT/ax) Y (oT/ay) * (ar/02)

Para um material isotrépico, no entanto, a condutividade térmica € independente
da direcdo de transferéncia de calor, ou seja, k, =k =k, =k. Da Eq. (14) tem-se que,

para um dado gradiente de temperaturas, o fluxo térmico por conducdo aumenta com o
aumento da condutividade térmica. Em geral, a condutividade térmica de um sélido é
maior do que a de um liquido, que, por sua vez, ¢ maior do que a de um gas. Conforme
ilustrado na Fig. (4), a condutividade térmica de um sélido pode ser mais do que quatro
ordens de grandeza superior a de um gés. Essa tendéncia se deve, em grande parte, a
diferenca no espacamento intermolecular nos dois estados.

Na visdo moderna dos materiais, um sélido é composto de elétrons livres e
atomos ligados formando a estrutura do material. Consequentemente, o transporte de
energia térmica pode ser devido a dois efeitos: migracdo de elétrons livres e ondas
vibracionais da estrutura. Em metais puros, a contribuicio dos elétrons para a

transferéncia de calor predomina, enquanto em nao-condutores e semicondutores a

contribui¢cdo das ondas vibracionais é predominante.
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Figura 4 — Faixa de condutividade térmica de varios estados da matéria a temperaturas e

pressdes normais (Fonte: Bergman et al. 2014).

A dependéncia de k com a temperatura € mostrada na Fig. (5) para sélidos

metalicos e ndo-metélicos representativos:
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Figura 5 — A dependéncia com a temperatura da condutividade térmica de sélidos

selecionados (Fonte: Bergman et al. 2014).
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O estado fluido inclui tanto liquidos quanto gases. Como o espagcamento
intermolecular ¢ muito maior e o movimento das moléculas é mais aleatério para o
estado fluido com relacdo ao estado sélido, o transporte de energia térmica € menos
efetivo. Consequentemente, a condutividade térmica de gases e liquidos é geralmente
menor do que a de s6lidos. Usualmente, a hipdtese de que k € independente da pressao
do gas 4 apropriada para a grande maioria das aplicacdes de engenharia, A
condutividade térmica de um gis aumenta com a elevacdo da temperatura e com a
diminui¢do da massa molecular, conforme a Fig. (5).

As condi¢des moleculares associadas ao estado liquido sdo mais dificeis de
serem descritas e os mecanismos fisicos envolvidos na explicagdo da condutividade
térmica ndo sdo ainda bem entendidos. A condutividade térmica de liquidos nao-
metalicos geralmente diminui com o aumento da temperatura. Conforme a Fig. (6),
agua, glicerina e 6leo de motor sdo uma excecao. A condutividade térmica de liquidos
normalmente ndo varia com a pressdo, exceto nas proximidades do ponto critico.
Também € geralmente verdade que a condutividade térmica de liquidos diminui com o

aumento da massa molecular.
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Figura 6 — A dependéncia com a temperatura da condutividade térmica de gases

selecionados a pressodes normais (Fonte: Bergman et al. 2014).
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Figura 7 — A dependéncia com a temperatura da condutividade térmica de liquidos nao-

metalicos selecionados sob condi¢des saturadas (Fonte: Bergman et al. 2014).

Valores numéricos para a condutividade térmica de diversos materiais para uma
ampla faixa de temperaturas podem ser encontrados na literatura. E importante notar
entdo que a condutividade térmica de um material, em geral, varia com a temperatura.
Entretanto, essa variagdo € pequena para muitos materiais utilizados na pratica e pode
ser desprezada. Nesses casos, podemos usar um valor médio para a condutividade
térmica e a tratamos como uma constante. Essa pratica € comum também para outras
propriedades dependentes da temperatura como a densidade e o calor especifico.

Quando a variagdo da condutividade térmica com a temperatura em um intervalo
de temperaturas especifico € muito grande, porém, pode ser necessario levar essa
variacdlo em conta para reduzir o erro de calculo. Considerar a variacdo da
condutividade térmica com a temperatura, em geral, complica a andlise. Entretanto, em

casos simples unidimensionais, as relacdes de transferéncia de calor podem ser obtidas

de forma simples. Quando a variacdo da condutividade térmica com a temperatura k(7')
€ conhecida, o valor médio da condutividade térmica em um intervalo de temperaturas

delimitado por 7; e T, pode ser obtido da seguinte forma:
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[ k(ryar

kmédio = (15
T, -1,

Essa relacdo é baseada na exigéncia de que a taxa de transferéncia de calor

através de um meio com condutividade térmica média constante k seja igual a taxa

médio

de transferéncia de calor através do mesmo meio com condutividade térmica variavel

k(T). Deve ser notado que no caso de condutividade térmica constante k(T)=k%, e a

Eq. (15) é reduzida para k,,,, =k, como era de se esperar. A variacdo da
condutividade térmica de um material com a temperatura em um intervalo de
temperaturas de interesse geralmente pode ser aproximada como uma fung¢do linear e

expressa por:
k(T) = k,(1+ BT) (16)

onde S [K!] é o coeficiente de expansdo térmica e k, a condutividade térmica avaliada

em um valor de referéncia. O valor médio da condutividade térmica no intervalo de

temperaturas delimitado por 7, e 7, pode ser determinado da seguinte forma:

[k + pryar
ko = g
TZ_TI

- k(,[l + ﬁ%) =K(T,,. ) 17)

Deve ser observado nesse caso que a condutividade térmica média € igual a

condutividade térmica do material avaliada em uma temperatura média.
5-DIFUSIVIDADE TERMICA

Em uma anélise de problemas de transferéncia de calor, € necessario o uso de
varias propriedades da matéria. Essas propriedades sdo geralmente conhecidas por
propriedades termofisicas e incluem duas categorias distintas: as propriedades de
transporte e as propriedades termodinamicas. As propriedades de transporte incluem os

coeficientes das taxas de difusdo, como k, a condutividade térmica (para a transferéncia



17

de calor), e Vv, a viscosidade cinemética (para a transferéncia de momento). As
propriedades termodinamicas, por outro lado, dizem respeito ao estado de equilibrio de

um sistema. A massa especifica (p) e o calor especifico (c¢,) sdo duas dessas

propriedades muito usadas em uma anélise termodindmica.

O produto px, (J/(m* K)), comumente chamado de capacidade calorifica

volumétrica, mede a capacidade de um material de armazenar energia térmica. Uma vez
que substancias que possuem massa especifica elevada s@o tipicamente caracterizadas
por calores especificos com baixos valores, muitos solidos e liquidos, que sdo

considerados bons meios para armazenamento de energia, possuem capacidades

calorificas comparaveis (,OCI, >1MJ/(m>K)). Entretanto, devido as suas massas

especificas muito baixas, os gases s@o muito pouco adequados para o armazenamento de
. . . —_ 3
energia térmica (0c, =1MJ/(m’.K)).
Em analises de transferéncia de calor, a razdo entre a condutividade térmica € a

capacidade calorifica volumétrica é uma importante propriedade chamada de

difusividade térmica @, que possui unidades de (m?%/s):

a=—— (18)

A difusividade térmica tem grande importancia na andlise de problemas de
conducdo transiente, medindo a capacidade do material de conduzir energia térmica em
relacdio a sua capacidade de armazend-la. Materiais com elevado & responderdo
rapidamente a mudancas nas condi¢des térmicas a ele impostas, enquanto materiais com
reduzido @ responderdo mais lentamente, levando mais tempo para atingir uma nova

condic¢do de equilibrio.
6-A EQUACAO DE CONDUCAO DE CALOR

6.1-COORDENADAS RETANGULARES
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O que determina a distribui¢do de temperaturas em uma regido? Esse processo é
governado por uma lei fundamental ou apenas previsivel? A resposta é que a
temperatura em cada ponto é ajustada de tal forma que o principio da conservacdo da
energia seja satisfeito em todos os pontos. Consideremos agora a maneira na qual a
distribuicao de temperaturas pode ser determinada. Essa distribuicdo de temperaturas
pode ser determinada pela aplicacido da conservagdo da energia. Nesse caso, definimos
um volume de controle diferencial, identificamos os processos relevantes de
transferéncia de energia e introduzimos as equagdes das taxas de transferéncia de
energia apropriadas. O resultado € uma equacao diferencial cuja solucdo, para condicdes
de contorno descritas, fornece a distribui¢do de temperaturas no meio.

Para generalizar a formulacdo, é assumido que o volume de controle diferencial

se move com uma velocidade que pode ser representada através de suas componentes
escalares na forma V =1U +jV +kW. Além disso, energia térmica pode estar sendo
gerada no interior do volume de controle a uma taxa ¢ por unidade de volume.

Considere um meio homogéneo na qual a distribuicdo de temperaturas pode ser

expressa em coordenadas retangulares por T(x,y,z,t). Inicialmente definimos um
pequeno volume de controle infinitesimal (diferencial), dxdydz, conforme mostrado na

Fig. (8), onde estdo indicadas somente as transferéncias de energia por condugio.
Usando a primeira lei da termodindmica para formular o problema num dado instante de
tempo, a segunda etapa € considerar os processos de energia que sdo relevantes para

esse volume de controle.

Tz, 3,2 9zt
Al /] Gyt by

— e e e

”J. = 1
1 l/"lf"“;" £ Y
W p=L] 1™

J o

Gyt de

Figura 8 — Volume de controle diferencial, dxdydz, para a anélise da condugdo de calor

em coordenadas retangulares x, y, z (Fonte: Bergman et al. 2014).
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Para simplificar a formulagdo, as seguintes hipoteses sdo feitas: (1) velocidade
uniforme, (2) pressdo constante, (3) massa especifica constante, (4) calor especifico
constante e (5) variacdo de energia potencial desprezivel. Na presenga de um gradiente
de temperaturas, haverd transferéncia de calor por conducado através de cada uma das
superficies de controle. As taxas de calor por condugao perpendiculares a cada uma das

superficies de controle nos pontos com coordenadas x, y e z sdo indicadas pelos termos

4.» 4, € q., respectivamente. As taxas de transferéncia de calor por condugéo nas

superficies opostas podem ser expressas por uma expansido em série de Taylor, onde,

desprezando os termos de segunda ordem, sdo expressas como:

Gon =4, + ‘2‘1 dx (19)
dg

Qy+dy = qy +a_;dy (20)

oo =4+ aa" dz @1

A Eq. (19) afirma que a componente x da taxa de transferéncia de calor na
direcdo do eixo x, na posicdo x + dx, € igual ao valor dessa componente em x somado a
quantidade pela qual ela varia em relagdo a x multiplicado por dx. Raciocinio similar
pode ser feito a partir das Egs. (20) e (21). No interior do meio pode haver um termo
para representar uma fonte de energia, que esta associado a taxa volumétrica de geracdo
de energia térmica. Exemplos de geracdo volumétrica de energia térmica incluem
conducdo de calor em elementos nucleares, geracdao de energia metabdlica em tecidos e

perda de energia em linhas de transmissdo. Esse termo pode ser representado por

E, = qdxdyd: (22)

em que ¢ ¢é a taxa na qual a energia é gerada por unidade de volume do meio (W/m?).

Além disso, podem ocorrer variagdes na quantidade de energia térmica armazenada pelo



20

material no volume de controle. Se o material ndo sofrer mudanca de fase, ndo ha o

efeito de energia latente, e a taxa de energia armazenada pode ser escrita como:

E = oU _ 0(udm) _ 0(uodxdyd:z) _ p%dxdydz 23)
ot ot ot ot

em que pPOu/0t é a taxa de variagdo com o tempo da energia interna especifica

(sensivel) do meio por unidade de volume. E importante observar que os termos E, e
E, ., representam processos fisicos diferentes. O termo referente a geracdo volumétrica

de energia E, € uma manifestacdo de algum processo de conversdo de energia que

envolve de um lado energia térmica e do outro energia quimica, elétrica e/ou nuclear.
Esse termo € positivo (uma fonte) se a energia térmica estd sendo gerada no material a
custa de uma outra forma de energia, e negativo (sumidouro) se a energia térmica

estiver sendo consumida. Por outro lado, o termo relativo ao armazenamento ou

acumulo de energia E,, refere-se a taxa de variacdo da energia térmica armazenada

cu
pela matéria.

Energia também € transferida para o volume de controle diferencial por entrada
e saida de massa. A vazdo madssica do meio que entra na dire¢do x do volume de

controle da Fig. (9) pode ser expressa na forma pUdydz, onde p € a massa especifica
do meio e U é a componente de velocidade do meio na dire¢do x. Nas dire¢des y e z

(esta dltima ndo representada na Fig. (9)) as vazdes méssicas podem ser representadas,

respectivamente por pVdxdz e pWdydz, conforme a figura abaixo:

-~

Jo, I(hﬁ + o dy)dxdz
cy
) o~ Oh
pUhdydz pU(h+—dx)dydz
—> dy > Ox
dx
T oV hdxdz

Figura 9 — Volume de controle dxdy para a representacdo dos termos advectivos.



21

A taxa de energia transportada pela vazdo massica pode ser determinada pelo

produto entre a vazio massica e a entalpia especifica 4 da vazido méssica, ou seja:

E, 0. = PURdydz (24)
E, ., = PVhdxdz (25)
E, 0. = PWhdxdy (26)

As taxas de energia transportadas pela vazdo maéssica nas superficies opostas
podem ser expressas por uma expansdo em séries de Taylor, onde, desprezando os

termos de segunda ordem, podem ser expressas como:

’ aE ‘massa,x
‘massa, x+dx = Ema‘vsa,x + : dx (27)
0x
- aE massa,y
massa,y+dy = Emassa,y + a = dy (28)
y
’ aE ‘massa, z
massa,z+dz = Ema‘vsa,z + , dZ (29)
0z

A dltima etapa consiste em representar a conservagao da energia utilizando as
equagdes de taxas previamente apresentadas. Com base nas taxas, a forma geral da

exigéncia de conservacao de energia é
Ee - Ev + Eg = Eacu (30)

Essa forma da conservacao da energia ndo € muito util na solu¢do de problemas
de conducdo. Especificamente, a temperatura, que é o foco principal em condugdo
térmica, ndo aparece explicitamente nessa equacdo. Deve-se entdo expressar a Eq. (30)

na forma da varidvel dependente 7T, o que pode ser feito substituindo as expressdes
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matematicas das taxas de energia que entram, E,, das taxas de energia que saem, E , e

da taxa de variagdo da energia acumulada E, . Assim, E, pode ser expressa como:

E = qx + q-} + qz + E + E + Ema‘vsa,z (31)

e massa,x massa,y

Jaotermo E, pode ser escrito como:

Ox y

’ aEmassa X ” aE‘Vmavm y - aEmassa z
Emas‘va, X + : dx + Emas‘va, y + a = dy + Emas‘va, z + T dZ (3 2)
y

0x z

. 0
E, =(qx +%de+ g, + =2 dy +(qz +%d2j+
) 0z

Substituindo as Egs. (22-23) e (31-32) na Eq. (30) e simplificando, obtém-se:

0 1) O OF
_ aqx dx _ qy dy — aaqz dZ — massa,x dx — massa,y dy — namssa,z dZ + qudydz —
Z y4

Ox dy 0x dy

pg—L; dxdydz (33)

As taxas de calor por condug@o podem ser avaliadas a partir da lei de Fourier:

g, = ~k(dydz) 2L (34)
O0x

q,= —k(dxdz)a—T (35)
dy

q, = —k(dxdy)%—T (36)

Z
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onde cada componente do fluxo de calor foi multiplicado pela area da superficie
(diferencial) de controle apropriada, a fim de se obter a taxa de transferéncia de calor.

Substituindo as Eqs. (24-26) e as Egs. (34-36) na Eq. (33) obtém-se:

_9 (— kdydz a—Tjdx _9f kdxdza—T dy - 9 [— kdxdy a—Tjdz
0x 0x dy dy 0z 0z

- ai (oUhdydz)dx - ai (oVhdxdz)dy - ai (oWhdxdy)dz + gdxdydz = p% dxdydz (37)
X ly z

Na Eq. (37), o volume diferencial dxdydz pode ser simplificado e utilizando as

hipoteses simplificadoras (1) e (3) obtém-se:

i[ka_Tj+i ka_T +i[ka_Tj+q:p a_u+U%+V%+W% (38)
ox\ ox) ody\ dy) 0z o0z ot 0x dy 0z

Na Eq. (38), pode-se substituir a energia interna especifica pela definicao

termodindmica de entalpia especifica, ou seja:

u=h-

(39)

N

de tal forma que Ou =0h pelas hipéteses (2) e (3). Além disso, pode-se expressar a
variacdo de entalpia especifica em termos do gradiente de temperaturas, que para massa

especifica e calor especifico constantes € expressa por:

dh=c,dT (40)

Substituindo as Egs. (39-40) na Eq. (38) e rearranjando obtém-se:

i(ka_Tj+i ka_T +i[ka—Tj+q=,0c a_T+Ua_T+Va_T+Wa_T (41)
ox\' 0x) ody\ a9y ) 0z\ 0z P\ ot ox dy 0z
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A Eq. (41) é a forma geral da equacdo de condugdo de calor em coordenadas
retangulares. Essa equacdo, também conhecida como equagdo do calor ou equacdo de
difusdo, € a ferramenta bésica para a andlise de problemas de conducdo de calor. A

partir de sua solucdo, obtemos a distribuicdo de temperaturas 7(x,y,z) como uma

funcdo do tempo. A aparente complexidade dessa expressdao nao deve obscurecer o fato
de que ela descreve uma condigdo fisica importante, ou seja, a conservacao da energia.
Devemos ter um entendimento claro do significado fisico de cada um dos termos

que aparecem nessa equagdo. Por exemplo, o termo 0(k0T/0x)/0x esta relacionado ao

fluxo liquido de calor por conducio para o interior do volume de controle na direcdo da

coordenada do eixo x. Dessa forma, multiplicando essa parcela por dx, tem-se que:

0(,0T .
% ax=4 - 42
ax( axj X Qx QX+dx ( )

com expressdes similares aplicadas aos fluxos nas dire¢cdes y e z. Ja o termo

,0ch (OT/ 0x) esta relacionado ao fluxo liquido por advecgio para o interior do volume

de controle na dire¢do da coordenada x. Dessa forma, multiplicando essa parcela por dx,

tem-se:

pcha—de =E -E

ax ‘massa,x ‘massa,x+dx

(43)

com expressoes similares aplicadas aos fluxos nas dire¢des y e z. Portanto, em palavras,
a equacdo do calor, Eq. (41), estabelece que, em qualquer ponto do meio, a taxa de
energia liquida transferida por condu¢do e por vazao em massa para o interior de um
volume somado a taxa volumétrica de geracdo de energia térmica deve ser igual a taxa
de variacdo da energia térmica armazenada no interior desse volume.

Com frequéncia, é possivel trabalhar com versoes simplificadas da Eq. (41). Por

exemplo, se a condutividade térmica for constante, a equacgao do calor é reescrita como:

2 2 2 .
0T+0T+0T+q_1[0T oT _ oT OTJ “h

2 2 2 T StV +V——+W—
Ox~ dy- 0z~ k al\ ot 0x dy 0z
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em que O = k/ pc, € adifusividade térmica do meio. SimplificagGes adicionais da forma

geral da equacdo do calor sdo frequentemente possiveis. Por exemplo, sob condi¢des de
regime estaciondrio (ou permanente), ndo ha variacdo temporal da quantidade de

energia armazenada no volume de controle; entdo, a Eq. (44) se reduz a

LI
Ox dy 0z

0°T 90T 0°T ¢ 1
+ + +

4-_ 45
ox* oy 09z’ )

k «a

Se 0 meio em andlise estiver em repouso, ou seja, U =V =W =0, a Eq. (45)

pode ser reescrita como:

°T 0T 90T g
+ + + ==

ox> 9y’

0z k

(46)

Além disso, se a transferéncia de calor por condu¢do for unidimensional em

regime estacionario (por exemplo, na direcio do eixo x) e se ndo houver taxa

volumétrica de geracao de energia térmica, a Eq. (46) se reduz a

d’T

dx? =0

que € o problema mais simples existente em condugdo térmica. Em resumo,

de conducdo térmica em coordenadas retangulares € descrita como:

d

45
Ox\ Ox

\—W—_J
taxa de energia
liquida transferida
por condugio na
direcdo x
por unidade
de volume

o(,0T
+ | k2
dy\ Oy
| S —
taxa de energia
liquida transferida
por condugio na
direcdo y
por unidade
de volume

0(,0T .
+—|k— |+ ¢ =
0z\ 0z -
taxa
taxa de energia \g)lumetr{c a
liquida transferida de geracao
por condugdo na e,ene_rglla
direcdo z termica
por unidade
de volume
oT oT
p + pC p U
ot Ox
%/_J
taxa de taxa de energia
variacdo com o tempo  liquida transferida
da energia por adveccdo na
térmica (sensivel) direcdo x
do meio por unidade
por unidade de volume

de volume

or

+ pch 5

\—/_—J
taxa de energia
liquida transferida
por adveccdo na
direcdo y
por unidade
de volume

(47)

a equacao

+ pch—

taxa de energia
liquida transferida
por adveccdo na
direcdo z
por unidade
de volume
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6.2-COORDENADAS CILINDRICAS

Quando o operador (D) ¢ representado em coordenadas cilindricas, a forma

geral do vetor fluxo de calor, e, portanto, da lei de Fourier, é:

g =-kOT =—k ia_T + Jla—T + ka—T (48)
or "rog 0z
em que
.__oT . __koT oT

s - = 9L 49
T T e T “49)

sao as componentes do fluxo de calor nas dire¢des radial, circunferencial e axial,
respectivamente. E importante observar que o gradiente de temperatura na lei de Fourier
deve possuir unidades de K/m. Por esse motivo, ao avaliar o gradiente para uma
coordenada angular, ele deve estar expresso em termos de uma variagdo diferencial do

comprimento de arco. Por exemplo, a componente do fluxo de calor na dire¢ao

circunferencial no sistema de coordenadas cilindricas € ¢q,= —(k/ r)(aT/ 0¢) e nio
q,= —k(0T/0¢). Isso pode ser visto mais facilmente pela Fig. (10):

Tg+dg

d \ i

1

Figura 10 — Esquema utilizado para calcular o fluxo de calor na dire¢ao circunferencial

de um sistema de coordenadas cilindricas.

A Fig. (11), que representa um volume de controle infinitesimal, rd¢drdz pode

ser utilizada para um balanco de energia, onde estdo indicadas somente as transferéncias
de energia por conducdo. Para generalizar a formulagdo, é assumido que o volume de

controle diferencial se move com uma velocidade que pode ser representada através de

suas componentes escalares na forma V =iV, +jV, +kV_. Além disso, energia térmica
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pode estar sendo gerada no interior do volume de controle a uma taxa ¢ por unidade de

volume.

Figura 11 — Volume de controle diferencial rdgdrdz para a analise da condugio de

calor em coordenadas cilindricas r,¢,z (Fonte: Bergman et al. 2014).

Para simplificar a formulagdo, as seguintes hipoteses sdo feitas: (1) velocidade
uniforme, (2) pressdo constante, (3) massa especifica constante, (4) calor especifico
constante e (5) variacdo de energia potencial desprezivel. Na presenca de gradientes de
temperaturas, haverd transferéncia de calor por conducdo através de cada uma das
superficies de controle. As taxas de calor por condugdo perpendiculares a cada uma das

superficies de controle nos pontos com coordenadas r, ¢ e z sdo indicadas pelos termos
q.» 4, € q., respectivamente. As taxas de transferéncia de calor por condugéo nas

superficies opostas podem ser expressas por uma expansdo em séries de Taylor, onde,

desprezando os termos de segunda ordem, podem ser expressas como:

drow =4, + 2 dr (50)
or
dq

Q(ohw) = Q;a + a; d¢ (51)

%W:%+@nh (52)
0z
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O termo de geracdo de energia térmica usualmente € representado por:
E, =qdV =qrdqirdz (53)

em que ¢ é a taxa na qual a energia é gerada por unidade de volume do meio (W/m?).

Além disso, podem ocorrer variagdes na quantidade de energia térmica armazenada pelo
material no volume de controle. Se o meio ndo sofrer mudanca de fase, nao ha o efeito

de energia latente, e a taxa de energia armazenada pode ser dada por:

E = ou _ O(Mdm) _ 6(uprd¢drdz) _ ,Oa—urd([drdz (54)
ot ot ot ot

em que pPOu/0t é a taxa de variagdo com o tempo da energia interna especifica

(sensivel) do meio por unidade de volume.
Energia também € transferida para o volume de controle diferencial por entrada
e saida de massa. A vazdo massica de material que entra na dire¢cdo r do volume de

controle da Fig. (12) pode ser expressa na forma pV rdglz, onde p € a massa
especifica do meio e V. é a componente de velocidade do meio na dire¢do r. Nas
direcdes ¢ e z (esta dltima ndo representada na Fig. (12)) as vazdes massicas podem ser

representadas, respectivamente por OV drdz e pV_rdgir.

PV, h+—dqo drdz

PV hrdqlz —»' —_— pV(h+—drjrd¢dz

PV, hdrdz

Figura 12 — Volume de controle rd¢drdz para a representacdo dos termos advectivos.
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A taxa de energia transportada pela vazdo massica pode ser determinada pelo

produto entre a vazio massica e a entalpia especifica 4 da vazido méssica, ou seja:

Emassa,r :p‘/rhrdwz (55)
Epap = PV, hdrdz (56)
Emassa,z = p‘/zhrdwr (57)

As taxas de energia transportadas pela vazdo maéssica nas superficies opostas
podem ser expressas por uma expansdo em séries de Taylor, onde, desprezando os

termos de segunda ordem, podem ser expressas como:

’ aEmassar
= By, F (58)

massa,r+dr massa,r a

aEmassa [
+—dg 59)
0p

massa,g+dg ~ “massa,p

’ aEmassa z
=f e g, (60)

massa,z+dz massa,z a

A ultima etapa consiste em representar a conservacdo da energia na forma da

variavel dependente T utilizando as equacdes de taxas previamente apresentadas, o que

pode ser feito substituindo as taxas de energia que entram, E,, as taxas de energia que

saem, E , e a taxa de variacdo da energia acumulada E . Assim, E, pode ser escrito

como:

E,=q,+q,+q, +E +E +E (61)

e massa,r massa,p massa,z

Jaotermo E, pode ser escrito como:
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. aq aq aq j
E =|g +—dr|+|qg,+—2dp|+| g +—=dz |+
s (Clr or rj (% 3 ¢J (qz Py 2

r

’ aE ‘massa,r - aE massa. > aEmassa z
Emavm r + : dr + Emavva ¢ + .w d¢ + Emavm z +—, dZ (62)
o 0 o op o 0z

Substituindo as Egs. (53-54) e as Egs. (61-62) na Eq. (30) e rearranjando obtém-

se:
0 o o oOE
_%dr _ q¢ dw_ aqz dZ _ massa,r dr _ massa,Q dw_ massa,z dZ + q'rd([dl’dz =
or op 0z or op 0z
p% rdqirdz (63)
ot
As taxas de calor por condug@o podem ser avaliadas a partir da lei de Fourier:
oT oT
q, = ~kA,—— = ~k(rdqiz)—— (64)
or or
oT oT
=—-kA,—— = —kl\drdz)— 65
4p =~y o= ~Hldrdz) 2 (65)
¢. =k 0L = —k(raqur) 2" (66)
0z 0z

onde cada componente do fluxo de calor foi multiplicado pela area da superficie
(diferencial) de controle apropriada, a fim de se obter a taxa de transferéncia de calor.

Substituindo as Egs. (55-57) e as Egs. (64-66) na Eq. (63) obtém-se:

d oT 0 oT d oT
_E[_ k(rd@’z)g}dr—@{—k(drdz)%}dw—a{—k(rd(cdr)g}dz

9 (oV hrdiz)dr - a%} (oV, prdz)a g~ ai (oV. hrdqir)dz + grdqird: = p% rdqirdz
Z

r

(67)
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Na Eq. (67), pode-se dividir pelo volume diferencial rdgdrdz e utilizando as

hipéteses simplificadoras (1) e (3) obtém-se:

(VL PR P TP PR ORI )
r or or ) r*og\ o@) 0z\ o0z or '"dr r dg 0z

Na Eq. (68), pode-se substituir a energia interna especifica pela definicao
termodinimica de entalpia especifica, ou seja, u =h—P/p de tal forma que Ou =0h
pelas hipoteses (2) e (3). Além disso, pode-se expressar a variagao da entalpia especifica
em termos do gradiente de temperaturas, que para massa especifica e calor especifico

constantes é expressa por dh =c,dT. A Eq. (68) é entdo reescrita como:

\%
10 01), L4011, 8400, (07 07 V0T 01
ror\ or) r’op\ dp) 0z\ oz " or or r 0@ 62

A Eq. (69) é a forma geral da equacdo de condugdo de calor em coordenadas
cilindricas. A partir de sua solucdo, obtemos a distribuicdo de temperaturas T'(r, ¢, z)
como uma fun¢ao do tempo. De maneira similar a coordenadas retangulares, com
frequéncia, € possivel trabalhar com versdes simplificadas da Eq. (69). Em resumo, a

equacdo de difusdo em coordenadas cilindricas € descrita como:

16(k6j+16k6_ G(ka_Tj q =
ror\_ 0r) r 0@\ d¢) 0z\ o0z w
[N —

taxa
D — e —— | P
volumétrica

taxa de energia taxa de energia taxa de energia ~
liquida transferida liquida transfegrida liquida transferida ge geracao
por condugdo na por condugio na por condugio na ?,ene_rglla
direcdo r direcio @ direcdo z crmica
por unidade por unidade por unidade
de volume de volume de volume
oT or | pc,V, 6T oT
pc,— + pcV,— +—"F—+ pcV —
ot " or r g @ 0z
taxa de taxa de energia taxa de energia taxa de energia
variagdo como tempo  liquida transferida liquida transferida liquida transferida
da energia por advecgio na por adveccio na por advecgio na
térmica (sensivel) direcdo r direcio @ dire¢do z
do meio por unidade por unidade por unidade
por unidade de volume de volume de volume

de volume
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6.3-COORDENADAS ESFERICAS

Quando o operador (D) € representado em coordenadas esféricas, a forma geral

do vetor fluxo de calor, e, portanto, a lei de Fourier, é:

¢ =-k0r=-k % +j L 9T, 10T (70)
or “rsen@d@p rof
em que
. aT .. k T . koT
=—-k— = - - =—__"__ 71
Ty T enbop T 96 7

sao as componentes do fluxo de calor nas direcdes radial, azimutal e polar,
respectivamente. Novamente € importante observar que o gradiente de temperaturas na
lei de Fourier deve possuir unidades de K/m. Por esse motivo, ao avaliar o gradiente
para uma coordenada angular, ele deve estar expresso em termos de uma variacdo

diferencial do comprimento de arco. Por exemplo, a componente do fluxo de calor na

direcdo polar de um sistema de coordenadas esféricas € ¢, = ~(k/rsen6)(0T/0¢) e ndo
q; =—k(0T/d¢), assim como a componente do fluxo de calor na dire¢do azimutal de

um sistema de coordenadas esféricas é ¢, =—(k/r)(T/d6) e ndo g, =—k(dT/d6).

o 4 4o

rsing do

Figura 13 — Volume de controle diferencial r’sen@drdg@l@ para a analise da condugio

de calor em coordenadas esféricas r,¢, 6 (Fonte: Bergman et al. 2014).
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Isso pode ser visto mais facilmente pela Fig. (13), que representa um volume de
controle infinitesimal, r°sen@drd@l@, podendo ser utilizado para um balanco de
energia, onde estdo indicadas somente as transferéncias de energia por conducdo. Para

generalizar a formulacdo, é assumido que o volume de controle diferencial se move com

uma velocidade que pode ser representada através de suas componentes escalares na

forma V =iV, +jV,+kV,. Além disso, energia térmica pode estar sendo gerada no

interior do volume de controle a uma taxa ¢ por unidade de volume.

Mais uma vez, para simplificar a formulacio, as seguintes hipdteses sdo feitas:
(1) velocidade uniforme, (2) pressao constante, (3) massa especifica constante, (4) calor
especifico constante e (5) variacdo de energia potencial desprezivel. Na presenca de
gradientes de temperaturas, havera transferéncia de calor por conducdo através de cada
uma das superficies de controle. As taxas de calor por condugdo perpendiculares a cada

uma das superficies de controle nos pontos com coordenadas r, ¢ e 6 sdo indicadas
pelos termos ¢g,, ¢q, e q,, respectivamente. As taxas de transferéncia de calor por

conducdo nas superficies opostas podem ser entdo expressas por uma expansio em

séries de Taylor, onde, desprezando os termos de segunda ordem, podem ser expressas

CcOomao:

4. =q +%dr (72)
Dprap = dp +Z—q;d¢ (73)
Gooso =0+ 26 (74)

O termo de geracdo de energia térmica usualmente € representado por:

E, =4dV = grisen@irdglt (75)
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em que ¢ ¢é a taxa na qual a energia é gerada por unidade de volume do meio (W/m?).

Além disso, podem ocorrer variacdes na taxa de energia térmica armazenada pelo meio
no volume de controle. Se o meio ndo sofre mudanca de fase, nao ha o efeito de energia

latente, e a taxa de energia armazenada pode ser expressa por:

2
f 20U _ Ofudm) _ lupr'sen@irdgi6) _ ou s o0 6
ot ot ot ot

em que pPOu/0t é a taxa de variagdo com o tempo da energia interna especifica

(sensivel) do meio por unidade de volume.
Energia também ¢ transferida para o volume de controle diferencial por entrada

e saida de massa. A vazao maéssica de material que entra na direcdo r do volume de
controle da Fig. (14) pode ser expressa na forma ,OVrrzsenéb'(aiH onde p € a densidade
do meio e V. é a componente de velocidade do meio na direcéo r. Nas direcdes ¢ e &
(estd ultima nao representada na Fig. (13)) as vazdes massicas podem ser representadas,

respectivamente por PV, rdrd@ e pV,rsen@drdg.

pV¢(h + a—hdqajrdrd@
0p

|

OV.hr’senQd@ld ——» ,OV,[h +g—hdrjr2sen Gd @l 6
r

PV, hrdrdd

Figura 14 — Volume de controle r’sen@drd@i@ para a representacio dos termos

advectivos.
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A taxa de energia transportada pela vazdo massica pode ser determinada pelo

produto entre a vazio massica e a entalpia especifica 4 da vazido méssica, ou seja:

E, o, = PV, hr’sen@ql6 (77)
E,pup = PV, rrdrd (78)
E, . = PV.hrsen&drdg (79)

As taxas de energia transportadas pela vazao em massa nas superficies opostas
podem ser entdo expressas por uma expansio em séries de Taylor, onde, desprezando os

termos de segunda ordem, podem ser expressas como:

” aEmassa r
massa,r+dr = Ema‘vsa,r + , dr (80)
or
—_ aEmassa,¢
massa,g+dg ~ “massa,p + aw d¢ (81)
. . OF
E . =E + b g0 82
massa,B+d6 massa, 8 a 0 ( )

A ultima etapa consiste em representar a conservacao da energia na forma da

variavel dependente T utilizando as equacdes de taxas previamente apresentadas, o que
pode ser feito substituindo as taxas de energia que entram, Ee, as taxas de energia que
saem, ES, e a taxa de variacdo da energia acumulada Em. Assim, Ee pode ser escrito
como:

E, =q,+q,+ 4+ By, ¥ Epp* E

e massa,r massa,y ‘massa, O

(83)

Jaotermo E, pode ser escrito como:
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. Ogq dq ( 0q j
E = + A gy | + +2do|+ + 18 40 |+

r

: OF : OF : oF
Emavm r s dr + Emawa [ + et d¢ + Emavm 4 + M dg (84)
o r o op o 06

Substituindo as Eqs. (75-76) e as Egs. (83-84) na Eq. (30), e simplificando

obtém-se:

0 oE OE oE
_ aqr dr — q¢ dw— aqﬁ dg — massa,r dr — masm,¢7 dw_ masm,& dg + qrzsen wrdwg -
or 0p 90 or 0p 06

,O‘Z—L; r’sen @drd @8 (85)

As taxas de calor por condug@o podem ser avaliadas a partir da lei de Fourier:

PR— ‘;—f - —k(rzsenéquaiﬁ)i;—f (86)
oT oT
= —kA = —k(rdrd@ 87
o ’ rsen@@ (r : )rsen66¢) (87)
oT oT
Qo = —kA@E = —k(rsen 6rdrdgo)E (88)

onde cada componente do fluxo de calor foi multiplicado pela area da superficie
(diferencial) de controle apropriada, a fim de se obter a taxa de transferéncia de calor.

Substituindo as Eqs. (77-79) e as Egs. (84-88) na Eq. (85) obtém-se:

A or|, _0|_ or
ar[ k(rsen i) ar}dr aq){ k(rdrd®) }dw

rsen@® @

- i[— k(rsen@drdqa)a—T}dﬁ 9
060 rod d

r

(oV, hr’sen @i 6)dr - a% (v, prdrd6)ag
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- % (,OVghrsen 6b’rd¢7)d6? +grisen@rdql 0 = pi;—b; r’sen@drd@ld (89)

Na Eq. (89), pode-se dividir pelo volume diferencial r’sen@drdg@if e utilizando

as hipoteses simplificadoras (1) e (3) obtém-se:

ii(k“”j Lo om), 1 a(ksmea j i
r’ or r ) r’sin®@d@p\ 0@) r’sindod 08

v,
o % Ou vy R 6h % V, Oh (90)
ot Gr rsin@od@ r 26

Na Eq. (90), pode-se substituir a energia interna especifica pela defini¢do de
entalpia especifica, ou seja, u =h— P/ p de tal forma que du =0h pelas hipoteses (2) e
(3). Além disso, pode-se expressar a variacdo da entalpia especifica em termos do
gradiente de temperatura, que para calor especifico e massa especifica constantes € dado

por dh=c,dT. A Eq. (90) é entdo reescrita como:

19(, 0T 1 o oT 19 Ty .
= kr +ﬁ_ k— |+ k sin @— +qg=
r-or or ) r’sin®@dp\ 0¢) r’sind 26 08

or , 0T, V, T V,T
9T,y T 9T Vs OT | (o
pcp(at "3 rsin6 og raej( )

A Eq. (91) é a forma geral da equacdo de condugdo de calor em coordenadas

esféricas. A partir de sua solug@o, obtemos a distribuicdo de temperaturas T(r,¢,68)

como uma fun¢ao do tempo. De maneira similar a coordenadas retangulares, com
frequéncia, € possivel trabalhar com versdes simplificadas da Eq. (91). Em resumo, a

equacdo de difusdo em coordenadas esféricas € descrita como:

%Q(HGT}_Z L _0[or), 1 0 (k singdL j i =
r°or or ) r’sin“8d@p\ 0¢) r’sinddd 08 o
[N ——

taxa
volumétrica
de geracdo

taxa de energia taxa de energia taxa de energia

liquida transferida liquida transferida liquida transferida d X
por condugdo na por condugiio na por condugio na ?,ene_rglla
direcdo r diregio @ direcdo z crmica
por unidade por unidade por unidade

de volume de volume de volume
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oT oT  pc,V,0T  pc,Vy 0T
= +tpcV—+——LL At A AR Sl
ot or  rsin@ 0@ r 068
\—W_—J \—w__J
taxa de taxa de energia taxa de energia taxa de energia
variagdocomo tempo  liquida transferida liquida transferida liquida transferida
da energia por adveccdona por advecgiona por advecgdona
térmica (sensivel diregdo r direciio dire¢do &
do meio por unidade por unidade por unidade
por unidade de volume de volume de volume

de volume

7-CONDICOES DE CONTORNO E CONDICAO INICIAL

Para determinar a distribuicdo de temperaturas em um meio, € necessario
resolver a forma apropriada da equacao do calor. No entanto, tal solucdo depende das
condicdes fisicas existentes nas fronteiras do meio, e, se a situacdo variar com o tempo,
a solucdo também depende das condi¢des existentes no meio em algum instante inicial.
Com relacdo as condi¢des nas fronteiras, ou condicoes de contorno, ha varias
possibilidades comuns que sdo expressas de maneira simples em forma matematica.

Como a equagdo de condugdo de calor é de segunda ordem em relacdo as
coordenadas espaciais, duas condi¢des de contorno devem ser fornecidas para cada
coordenada espacial necessaria para descrever o sistema. E como a equacdo de
conducdo de calor é de primeira ordem em relacdo ao tempo, apenas uma condi¢do,
chamada de condic¢ao inicial, deve ser especificada. Segue abaixo uma breve descri¢ao

das condicdes de contorno mais comuns encontradas no estudo da conducao térmica.

7.1-CONDICAO DE CONTORNO DE PRIMEIRA ESPECIE

y
Fronteira X Ts‘

(a) (b) (c)

Figura 15 — Condicao de contorno de primeira espécie (Dirichlet).
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Nesse caso a temperatura de fronteira (7,) é conhecida. Por exemplo, de acordo

com a Fig. (15a):
T(r,t)=T, (92)

Mais especificamente, se estivermos lidando com sistemas cartesianos
retangulares ou cilindricos, Figs. (15b) e (15¢), as condi¢des de contorno de primeira

espécie em x =L e r =R, sdo, respectivamente:
T(L,y,z0) =T (93)
T(R¢,20)=T (94)

7.2-CONDICAO DE CONTORNO DE SEGUNDA ESPECIE

Uma condi¢@o de contorno € dita de segunda espécie quando um fluxo de calor é

conhecido. De acordo com a Fig. (16a):

¢;=—kﬂgzj (95)
on ),

Na Eq. (95), n denota o vetor unitario normal saindo da parede. Se a
diferenciacdo € feita ao longo do vetor unitario normal saindo da parede, o sinal de
menos da Eq. (95) fica como estd. Se a diferenciacdo € feita ao longo do vetor unitério
normal entrando na parede, o sinal de menos do lado direito da Eq. (95) deve ser

alterado para mais. Um fluxo de calor pode ser criado por, digamos, aquecimento
elétrico ou radiativo. O sinal de q',', € positivo (como mostrado na Eq. (95)) quando o

fluxo de calor estd saindo da fronteira e negativo (oposto ao mostrado na Eq. (95))

quando o fluxo de calor esta entrando na fronteira.
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| Z
A
n -+ — — /‘\ -
qn k‘/
- —> —> -
— - — — R -
>n 9x i > q,
— - — —> i -
- | y —> —> /,,——:—-\\\ -
X /~ i AN
- > —> —> : r -
i
i
(a) (b) (c)

Figura 16 — Condicao de contorno de segunda espécie (Neumann).

No caso especial de um sistema de coordenadas retangulares conforme mostrado

na Fig. (16b), as condi¢des de contorno de segunda espécie em x=L e x=0, sio,

respectivamente:
q. =—k[a—Tj (96)
a‘x x=L
q, =k(a—TJ 97)
a'x x=0

Similarmente, para a geometria cilindrica da Fig. (16c):

. oT
—q =—kl —
q, ( or LR 98)

Deve ser notado que para o caso especial de uma parede isolada termicamente

(¢ =0) o gradiente de temperatura que aparece no lado direito das Eqs. (95-98) é igual

a zero. Essa condicdo de contorno também € conhecida como condi¢do de isolamento
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térmico, podendo também ser utilizada no caso de problemas onde ha simetria (ponto de

maximo ou de minimo) da distribuicdo de temperaturas.

7.3-CONDICAO DE CONTORNO DE TERCEIRA ESPECIE

h, T, h,T,

Temperatura Se——— Too
do sélido
y
A
Temperatura >
do fluido L
(a) (b)

Figura 17 — Condicao de contorno de terceira espécie (Robin).

Esse tipo de condicdo de contorno € usualmente conhecida como uma condi¢@o
de contorno convectiva. Ela simplesmente afirma que se um corpo estd em contato com
um fluido em movimento convectivo, a condug¢do de calor no corpo € igual a convecgao
de calor do corpo para o fluido. Uma tipica distribuicdo de temperatura na vizinhanca de
uma fronteira entre um corpo sélido e um fluido estd mostrada na Fig. (17a). Para a

configuragdo da Fig. (17a) tem-se que:

- k[a—Tj =h(T, - T,,) (99)

n),

Na Eq. (99), T,, € a temperatura do fluido distante da fronteira e ndo afetado pela
mesma e /& € o coeficiente de transferéncia de calor. O sinal de menos no lado esquerdo
da Eq. (99) denota diferenciacdo ao longo na normal saindo da superficie. Se a
diferenciac@o € ao longo da normal entrando na superficie, o sinal precisa ser alterado
de menos para mais. Para o sistema cartesiano da Fig. (17b), as condicdes de contorno

em x =0 e x =L sdo, respectivamente:
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k(a—Tj =hT-T,),, (100)

a‘x x=0

—k(a—Tj =n(T-T1,) _, (101)
a‘x x=L

Para o cilindro da Fig. (17c), a condi¢do de contorno na superficie externa é:
or
- k(—j =WT-T,) _, (102)
ar r=R

Além das trés condicdes de contorno mais usuais discutidas anteriormente,
diferentes condi¢des de contorno, mais complexas do que estas, podem ser encontradas
na solucdo de problemas de conduc¢do de calor. Por exemplo, aquecimento simultaneo
por conveccdo e radiacdo pode ocorrer em uma fronteira ou liberagdo de calor
(absorcdo) devido ao congelamento (fus@o) em uma interface mével com mudanca de

fase.
7.4-SUPERFICIE COM RADIACAO

Enquanto condugdo e convecgdo requerem um meio para transportar energia, a
radiacdo ndo precisa. Além disso, a energia de radiacdo € transmitida por ondas
eletromagnéticas, que viajam melhor no vacuo. O fluxo térmico por radiacdo é descrito
pela lei de Stefan-Boltzmann, que permite o célculo da radiacdo superficial a partir de

um corpo ideal, chamado de corpo negro:

=oT*! (103)

qcorpo negro s

onde g poneao € 0 fluxo de radiagdo do corpo negro, T, € a temperatura absoluta da

superficie do corpo negro e 0 =567x10"W/(m>K* é a constante de Stefan-

Boltzmann. Para determinar o fluxo de radiacao emitido por uma superficie real, define-

se uma propriedade chamada de emissividade, definida como:
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£= QCorpo real (104)

QCorpo negro

Combinando as Egs. (103-104) obtém-se:

= goT" (105)

qgorporeal

A partir da definicdo de &, segue que seu maximo valor € igual a um (corpo
negro). A troca de radiacdo entre duas superficies depende da geometria, forma, 4rea,
orientagdo e emissividade das duas superficies. Além disso, depende da absortividade
a de cada superficie. Absortividade ¢ uma propriedade de superficie definida como a
fracdo da energia radiante incidente na superficie que € absorvida pela superficie.

Embora a determinacdo da troca de calor liquida por radiacdo entre duas

superficies, ¢,,,, seja complexa, a andlise é simplificada por um modelo ideal na qual
& = a. Tal superficie ideal ¢ chamada de superficie cinza. Para o caso especial de uma

superficie cinza com temperatura 7, de pequenas dimensdes quando comparada com

uma vizinhanca com temperatura 7). de grandes dimensdes que a engloba, a taxa

viz

liquida de radiagdo pode ser calculada como:
Qrad = EO-A(Y;4 - 71\32) (106)

onde £ é a emissividade da superficie menor e A € a area superficial da superficie

menor.
7.5-CONDICAO INICIAL

Na determinacdo da distribuicdo de temperaturas em um meio, se a situagdo
variar com o tempo, a solu¢do da equacdo diferencial de conducdo de calor também
depende das condi¢Oes existentes no meio em algum instante inicial. Como essa
equacgdo diferencial € de primeira ordem em relacdo ao tempo, apenas uma condicao,

chamada de condi¢do inicial, deve ser especificada. De maneira geral, para os trés
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sistemas coordenados apresentados, e denotando a temperatura inicial de um meio de

interesse como sendo 7; em um instante ¢ =0, pode-se representar matematicamente a

l

condic¢do inicial como:

T(x,y,2.0)=T, (107)
T(r.¢.2.0)=T, (108)
T(r.¢.60)=T, (109)

7.6-CONDICOES DE CONTORNO HOMOGENEAS

Para finalizar esse capitulo, vale a pena identificar uma categoria especial de
condi¢des de contorno que sdo de particular interesse para a solu¢do de problemas de
condugdo de calor utilizando o método da separacdo de varidveis (esse método sera
discutido posteriormente no Cap. (5)). Essa categoria de condi¢des de contorno consiste
em varios tipos de condi¢des de contorno homogéneas, definidas como: uma condi¢do
de contorno € dita homogénea se todos os seus termos além do zero por si sé sdo de
primeiro grau na fung¢do desconhecida (temperatura) e nas suas derivadas.

Para clarear o sentido da terminologia primeiro grau na sua definicdo, vejamos
os seguintes exemplos. Termos do tipo 7(0T/0x) ou T(02T/ dx*) (o produto da
temperatura € uma de suas derivadas) sdo de segunda ordem. Termos do tipo T ou

0T/0x ou 02T/ dx> sdo de primeira ordem. Termos constantes do tipo T, T, ou q;l (se

essas quantias forem constantes) sdo de ordem zero.

De acordo com essa discussdo, se 1, ndo for zero, as condicdes de contorno

descritas pelas Eqgs. (88-90) ndo s@o homogéneas. Se T, for zero, essas condicOes de

contorno sdo homogéneas. Similarmente, as condi¢des de contorno descritas pelas Eqgs.
(91-94) ndo sdo homogéneas. Elas se tornam homogéneas no caso especial de parede
isolada. Finalmente, as condicdes de contorno descritas pelas Eqgs. (95-98) sdo

homogéneas somente no caso em que 7, =0. se T, #0, as condi¢des de contorno

representadas pelas Eqgs. (95-98) sdo ndo homogéneas.
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Conforme mencionado anteriormente, o conceito de condi¢cdes de contorno
homogéneas sera utilizado posteriormente, onde serd introduzido o método da separacdo
de varidveis. A presenca de um nimero definido de condicdes de contorno homogéneas

nesse modelo de conducdo de calor € necessaria para o método da separacdo de

variaveis funcionar.

7.7-EXEMPLOS DE CONDICAO DE CONTORNO

Existem diversas condic¢des fisicas comuns que podem ocorrer nos contornos. A
Fig. (18a) mostra quatro condicdes de contorno comuns em condugdo bidimensional em
uma placa retangular. Ja a Fig. (18b) mostra a interface entre dois materiais. Duas

condicdes de contorno estao associadas com esse caso.

4 insulation
S S S S S S SSSSSSSSSSSS s
N
/7 > ) kl /(2
T | W > 9 T T
o 1 2
—>
OF——x
L >
0 0 > X
convection, h,T,,
(a) (b)

Figura 18 — Duas situa¢des para a representacdo das condi¢des de contorno.

Deve ser notado que o posicionamento da origem do sistema de coordenadas é
essencial na representacao das condi¢des de contorno. Para a Fig. (18a), as condi¢des de

contorno sao:

T(0,y) =1, (temperatura especificada) (110)

_ 9T (L)

3 = q; (fluxo de calor especificado) (111)
X
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k@ = h[T(x,O) - Tm] (convecgdo na superficie) (112)
@ =0 (isolamento térmico) (113)
y

Para a Fig. (18b), as condi¢des de contorno sao:

17,(0,y) =T,(0,y) (igualdade de temperaturas na interface) (114)

k, 97,0,y =k, GTz(gg, Y (balanco de energia na interface) (115)

Ox

Para o caso de uma interface com uma fonte de calor, que pode ser o caso de
aquecimento de um elemento delgado que estd em contato com dois materiais nao
condutores elétricos ou o aquecimento por atrito gerado pelo movimento relativo entre
duas superficies, a condi¢do de contorno € escrita utilizando um balanco de energia na
interface. Admitindo contato térmico perfeito entre dois materiais, conforme a Fig. (19),

um balanco de energia fornece que:

_k1 67—1(09 )’) +ql" :_k2 07;(0’ )’)
0x 0x

(balanco de energia na interface) (116)

Figura 19 — Interface com fonte de calor.
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Finalmente, para ilustrar como modelar uma condicdo de contorno por radiagdo,
considere novamente a Fig. (18a), na qual a face inferior troca calor por convecg¢do e

também por radiacdo. Um balan¢o de energia nessa superficie fornece que:

q:'ond = q:‘onv + q;ad (1 17)

Utilizando a lei de Fourier para a conducdo, a lei de Newton para a convecgao e

a lei de Stefan-Boltzmann para a radiagdo, a Eq. (117) pode ser reescrita como:

k aTéx_’O) = WT(x,0) =T, ]+ 0e[T* (x,0) - T ] (118)

viz
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9-EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Escreva a equacgao de conducao de calor para cada um dos seguintes casos:

(a) Uma parede, regime permanente, estacionéria, unidimensional, incompressivel e
sem geracao de energia.

(b) Uma parede, transiente, estaciondria, unidimensional, incompressivel, k constante
sem gera¢do de energia.

(¢) Um cilindro, regime permanente, estacionario, bidimensional (radial e axial), k
constante, incompressivel, sem geracdo de energia.

(d) Um cabo se movendo através de um forno com velocidade constante, regime
permanente, unidimensional (axial), incompressivel, k constante e sem geracdo de
energia.

(e) Uma esfera, transiente, estacionaria, unidimensional (radial), incompressivel, k

constante com geragdo de energia.

2) Escreva a equacdo de condugcdo e as condi¢des de contorno para condugdo

bidimensional em regime permanente para a placa retangular mostrada abaixo.

Y, 0
p 44

I, W

L
V77777777 7%
insulation

3) Calor € gerado a uma taxa ¢ em uma casca esférica de raio interno r, e raio externo

]
r,. Calor € adicionado na superficie externa através de um fluxo de calor uniforme g,.
A superficie interna ¢ mantida a uma temperatura uniforme 7;. Escreva a equacdo de

conducdo de calor e as condi¢des de contorno para conducdo em regime permanente.

4) Uma placa retangular de comprimento L e altura H desliza sobre uma superficie

inclinada com uma velocidade U. O atrito de deslizamento resulta em um fluxo de calor
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g, na superficie. A face frontal e as faces laterais trocam calor por convec¢do. O

coeficiente de transferéncia de calor é & e a temperatura ambiente é T,. Despreze a
perda de calor pela face traseira e assuma que ndo hé calor sendo conduzido através da
superficie inclinada devido ao atrito. Escreva a equacdo de conducdo de calor em

regime permanente e as condi¢des de contorno.

5) Considere uma secdo semicircular de um tubo de raio interno R; e raio externo R,.

Calor € trocado por convecgdo ao longo das superficies cilindricas interna e externa. A

temperatura e o coeficiente de transferéncia de calor interno sdo 7, e h. A temperatura

1
e o coeficiente de transferéncia de calor externo sdo 7, e h,. As duas superficies planas
sdo mantidas a uma temperatura uniforme 7,. Escreva a equa¢do de conducdo de calor

em regime permanente e as condi¢des de contorno.

hﬂ TI‘J

, 0 T

7

6) Duas placas extensas com espessuras L, € L, estdo inicialmente a temperaturas 7, e
T,. Suas condutividades térmicas sdo k, e k,. As duas placas sdo pressionadas uma

contra a outra e isoladas ao longo de suas superficies expostas. Escreva a equacdo de

conducio de calor e as condi¢des de contorno.



50

7) Radiacdo térmica € subitamente direcionada para a superficie de uma placa semi-
infinita de condutividade térmica k e difusividade térmica @. Devido as caracteristicas
de absorcdo térmica do material a radiacdo térmica resulta em uma taxa de geracdo de

energia variavel dada por
. _ . b
g(x)=q,e"
onde ¢, e b sdo constantes e x ¢ a distdncia ao longo da placa. A temperatura da

superficie em x =0 é T . Inicialmente a placa estd com uma temperatura uniforme 7.

Escreva a equacdo de conducao de calor e as condi¢des de contorno.

Vv by v

a0

8) Uma placa de espessura 2L se move através de um forno com velocidade U e deixa

o forno a uma temperatura 7). Fora do forno a placa € resfriada por convec¢do e por
radiacdo. O coeficiente de transferéncia de calor € /i, a emissividade da placa é &, a
temperatura ambiente € 7, e a temperatura da vizinhanca é 7, . Escreva a equacdo de

conducdo de calor bidimensional em regime permanente e as condi¢des de contorno.

Use o modelo de radiacao simplificado e assuma que a placa € infinitamente longa.
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furnace

9) Um cabo de raio r, se move com velocidade U através de um forno de comprimento

L, onde é aquecido através de um fluxo de calor uniforme qo Longe da entrada do

forno o cabo estd a uma temperatura 7;. Assuma que ndo hé troca de calor com o cabo

antes de sua entrada no forno e apds a sua saida do forno. Escreva a equagdo de

conducdo de calor bidimensional em regime permanente e as condi¢des de contorno.

}w A L

L

J{ q(:-
JLLLLLLLS 222772
|" ir I\_{'
() 0 = U ;
S7777777 1|\ 77777777

rr

Do

10) Um cilindro oco com raio interno R. e raio externo R, € aquecido com um fluxo de

calor uniforme ¢; em sua superficie interna. A metade inferior do cilindro esta isolada e

a metade superior do cilindro troca calor por convecgao e radiacdo. O coeficiente de

transferéncia de calor é h, a temperatura ambiente € T, a temperatura da vizinhanga é

T . e aemissividade da superficie externa do cilindro é £€. Desprezando condugio axial

viz

e utilizando o modelo simplificado de radiacdo, escreva a equacdo de conducao de calor

e as condi¢des de contorno.
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CAPITULO 2

CONDUCAO UNIDIMENSIONAL EM
REGIME PERMANENTE

1-INTRODUCAO

Nesse capitulo um nimero béasico de problemas representativos de conducdo
térmica serdo revisados. Esses problemas sdo comumente utilizados na pratica de
engenharia para a obtencdo de estimativas de taxas de perdas de calor ou taxas de
ganhos de calor através de configuracdes como paredes simples ou compostas, dutos
isolados ou ndo-isolados e tanques esféricos isolados ou ndo-isolados. A simplicidade
do tratamento matematico da condug@o unidimensional em regime permanente nos
permite explorar uma grande variedade de aplicagdes praticas. O objetivo desse capitulo
€ mostrar a solucao da equacdo diferencial de condugdo de calor para as trés geometrias
de interesse em transferéncia de calor utilizando condi¢des de contorno variadas.
Diversos casos de interesse serdo tratados analiticamente e também com o auxilio do

MAPLE.
2-O PROBLEMA DA PAREDE PLANA

Esse problema estd mostrado esquematicamente na Fig. (1), que representa uma
parede plana de espessura L na qual cada lado estd em contato com um fluido em
movimento. A condutividade térmica da parede, k, é assumida constante. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que a temperatura do fluido no lado esquerdo da parede

e distante dela, T

00

,» € maior que a temperatura do fluido no lado direito da parede e
distante dela, T, ,. Essa consideragio assegura uma constincia de temperatura fora das

camadas limites térmicas em cada lado da parede. O coeficiente médio de transferéncia

de calor no lado quente é denotado por /4 e no lado frio por Ah,. A parede se estende
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para o infinito em ambas direcdes y e z e ndo ha geracdo volumétrica de energia térmica
no seu interior. Além disso, a parede estd em repouso. Com essas hipoteses, a equacao

de conducao em coordenadas retangulares, Eq. (41) do Cap. (1), se reduz a:

=0 ey

hl’TOO,l AZ Yy h2’T00,2

Figura 1 — Parede plana com fluido em ambos os lados.

As condi¢des de contorno de terceira espécie correspondentes sao:

wlr, - 1(x=0)]= k%L )
’ dx| -,

4 =hfr(e=1)-1..] 3)
X x=L

A Eq. (1) pode ser integrada duas vezes em x para se obter a primeira derivada

de T em relagdo a x e a solugdo geral para a distribuicdo de temperaturas em x, ou seja:



55

dT _
Tq 4)
T(x)=Cx+C, )

onde C e C, sdo constantes de integracdo, que devem ser obtidas a partir das duas

condic¢des de contorno, Egs. (2-3). Substituindo as Egs. (4-5) nas Egs. (2-3) obtém-se:
h1(Too,1 - Cz) = _kcl (6)
-kC, =h(CL+C,-T,,) (7

As Egs. (6-7) constituem um sistema de duas equagdes e duas incdgnitas para a

determinagdo de C, e C,, podendo ser reescritas na forma matricial como:

k _hl C1 _ _thooJ
s L)

A determinagdo das constantes C; e C, pode ser feita utilizando a regra de

Cramer, ou seja:

_thoo,1 _hl‘
C = hzToo,z hz - h’th(Tm,2 _Too,l)
1 k- =h|  hhL+hk+hk
‘@L+k h,
k _h‘lToo,l
Ltk WI,,| T, hhL+T, hk+T,,hk
- "~ hhL+hk+hk

? k  —h
hL+k b,
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Substituindo as expressdes de C; e C, na solugdo geral, Eq. (5), obtém-se a

solucdo particular para a distribui¢ao de temperaturas, ou seja:

(T, ~T.,) | T L+ T, bk + T, bk

1= ) ©)
WL+ bk + hyk hh, L+ hk + ok
A Eq. (9) pode ser rearranjada em uma forma mais compacta como:
— B (Too,l - Too,z) hl
o= (h/h2)+(h/k)L+1[“?xj+T°°J (10)

Como a distribuicdo de temperaturas € linear, conforme a Eq. (10), o fluxo de

calor é independente de x, podendo ser calculado pela lei de Fourier, ou seja:

,,__de_ kd{( _(Too,1_Too,2) (+%XJ+TM’1}:( }H(Tw’l_Tw’Z)l (11)

ST T e )+ (e i )+ (i )L 1

O coeficiente de transferéncia de calor em ambos os lados da parede € uma

medida da imperfeicdo do contato térmico entre a parede e o fluido. Conforme os
coeficientes /4 e h, aumentam e se aproximam do infinito, o contato térmico torna-se

perfeito e a temperatura da parede se aproxima da temperatura do fluido

(T,, emx=0e T,, em x=L, respectivamente). Nessa condicdo, a equacdo

diferencial governante ainda € representada pela Eq. (1), mas as condi¢des de contorno

sdo agora escritas como:

T(x=0)=T1,, (12)
T(x=L)=T,, (13)

A solucdo do problema dado pela Eq. (1) e pelas Egs. (12-13) fornece que:



57

Sl e (15)

A andlise anterior pode ser generalizada para o caso de uma parede plana com
condutividade térmica varidvel. A equacdo de condugdo para o caso de condutividade

térmica varidvel com x tem a seguinte forma:

d dr
“ &= 1
[k(x) } 0 (16)

A Eq. (16) pode ser integrada duas vezes em x para se obter a primeira derivada

de T em relagdo a x e a solucdo geral para a distribuicdo de temperaturas em x, ou seja:

dT _ C
2 = 17
dx k(x) (n
ﬂ@:cfﬁﬁ+c=cdﬂ+c (18)
1y k(X) 2 1 2
onde / (x) ¢ uma integral definida representada como:
v dx
I\x)=| | 19
W=[ 0 (19)

As condi¢des de contorno permanecem idénticas as Eqs. (2-3), podendo entdo

ser escritas como:

hl[Too,l -Cl1(0)-C,]=-k(0)—~ (20)

K(0)

G
0
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k(D) = B[GI(L) +C, ~T, ] 21

k(L)

As Egs. (6-7) constituem um sistema de duas equagdes e duas incdgnitas para a

determinacdo de C, e C,, podendo ser reescritas na forma matricial como:

om0

A determinagdo das constantes C, e C, pode ser feita utilizando a regra de

Cramer, ou seja:

hT,, —hl‘
hT, -hhT,, +hhT,,
a 1@1 fq‘ h+h - hhzl()”ﬁhzl()
1+hI(L
1-h1(0) -hT,,
[ mI(L) RTL,| AT, + T, = hisT, 10)+ kAT, I(L)
1-110) -h h +hy = i, 1(0) + I (L)
1+mI(L) b

Substituindo as expressdes de C, e C, na solucdo geral, Eq. (18), obtém-se a

solucdo particular para a distribui¢ao de temperaturas, ou seja:

T( ) —hh,T, +h1h Tooz I( )+ h‘lToo,l +h2Too,2 —h,hsz,QI(())+hlh2Tm’11(L)
N Y I(O)+hlh21( )| Iy +h, = 1(0)+ i (L)

(23)

A Eqg. (23) pode ser rearranjada em uma forma mais compacta como:

_ _ (T, ~ m,z)[hll(x) B hll(()) + 1]
MW= Lo = ) 10 + i ) +1 @
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Deve ser notado que [ (O) =0. O fluxo de calor pode ser calculado pela lei de

Fourier, ou seja:

— —k(x) dT _ _k(x\ G __ -hhT,, +hhT,, _ I/LZ(Too,l _ Too,z)
) i+ h, =1 (0)+ i I(L) ~ WI(L)=1(0)]+ (/B ) +1
(25)

No caso especial de uma parede composta (uma configuracio comum em
transferéncia de calor) consistindo de n camadas com condutividades térmicas distintas
porém constantes, conforme mostrado na Fig. (2), a condutividade térmica da parede

composta é representada pela seguinte expressao:

PN AT

hl’ Tw,l h/Z’ T00,2

A~

A
\ A
Y

v

v

A\ 4

>
»

Figura 2 — Parede plana composta.
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k, 0<x<x
k, x <x<x,
k(x) =3 k X <SX<X (26)
kn—l 'xn—Z <x< 'xn 1
kn xn 1 < X < xn

Vamos considerar que a distribuicdo de temperatura na i-ésima camada da

parede composta (isto é, x._;, <x <ux;) precise ser determinada. Combinando a Eq. (19)

e a Eq. (26) para calcular os valores de [ (0), I (L) e [ (x) obtém-se:

1(0)= joﬁ =0 @7)

k(x)

Ldx &L
1(x)=[ 2= S L Lt (29)

Substituindo as Eqgs. (27-29) na Eq. (24) obtém-se uma expressdo para a

distribuicao de temperatura na i-ésima camada, ou seja:

X_X,-_l i-1 ﬁ
(T, ,-T,, ){hl(ki + Z p j + 1}

m=1 m

T(x)=1,, - .

0,1

(30)

O fluxo de calor através da parede composta é calculado de maneira direta

substituindo as Egs. (27-28) na Eq. (25), ou seja:
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) .
ZQ Lt
m=1 km hl

Deve ser notado no exemplo acima que, como a temperatura € uma fungao linear
da posicdo x, o fluxo de calor através da parede € uma constante. Antes de finalizar essa
secdo, serd introduzido o conceito de resisténcia térmica. Esse conceito tem origem na
analogia entre a expressao da taxa de transferéncia de calor através da parede e a lei de
Ohm da eletricidade para um fluxo unidimensional de corrente elétrica, representada

por:

[=— (32)

Conforme mostrado na Fig. (3), AV (volts) € a diferenca de potencial através de

uma resisténcia elétrica R, (ohms), e I (amperes) € a intensidade da corrente passando

através da resisténcia, ou seja:

Figura 3 — Esquema de um circuito elétrico na qual € baseada a analogia entre a lei de

Ohm e a lei de Fourier.

Se a taxa de transferéncia de calor através de uma parede composta for
representada por ¢ = Ag , onde A é a 4rea da parede perpendicular ao fluxo de calor,

conforme a Fig. (2), podem ser obtidas conclusdes comparando as Eqs. (31-32).

Primeiro, a diferenca de temperaturas AT =T,,-T,, € andloga a diferenca de

potencial. Segundo, a taxa de transferéncia de calor ¢ = Ag passando através da parede
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¢ andloga a corrente elétrica passando através da resisténcia elétrica. Assim, a Eq. (31)

pode ser reescrita como:

(Too,l - T, 2)

&L, 1
I

(33)

Comparando a Eq. (32) com a Eq. (33), € facil perceber que o denominador da
Eq. (33) desempenha papel analogo aquele da resisténcia elétrica da Eq. (32). E por esse
motivo que o conceito de resisténcia térmica a passagem de calor na configuracido da

Fig. (2) € introduzido e definido como se segue:

1
; Ak, Ah1 Ah2 G4

Podem ser identificadas trés contribui¢cdes para a resisténcia térmica na Eq. (34).
Primeiro, a resisténcia térmica oferecida pelo material das varias camadas da parede
(representada pelos varios termos no somatério). Segundo, a resisténcia térmica
oferecida pela presenca do contato térmico imperfeito entre o lado direito da parede € o
fluido frio. E terceiro, a resisténcia térmica oferecida pela presenca do contato térmico
imperfeito entre o lado esquerdo da parede e o fluido quente. No caso limite de contato

térmico perfeito entre os fluidos e a parede (4 — © e h, — ) essa contribui¢do na

resisténcia térmica total desaparece.

Uma expressdo mais geral para a resisténcia térmica pode ser obtida se a Eq.
(25) for utilizada ao invés da Eq. (33) para o fluxo de calor. Como [ (0) =0 a partir da
Eq. (19), pode ser mostrado que:
(L) 1 1

R="214 o (35)
A Ah  Ah

A solucgdo padrdo para o problema da parede plana, Egs. (1-3) pode ser obtida
com o auxilio do MAPLE, cuja rotina de cdlculos estd mostrada no arquivo

MAPLEl.mw.
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3-0 PROBLEMA DO DUTO CILINDRICO??2??

A andlise apresentada anteriormente para a parede plana pode ser repetida para
estudar o problema da condug¢ao radial em regime permanente em um duto cilindrico.
Essa geometria € de grande importancia devido ao vasto uso de dutos em aplicagdes de
engenharia de transferéncia de calor. Um esquema de uma sec¢do de um duto cilindrico

estd mostrado na Fig. (4):

Figura 4 — Secao transversal de um duto cilindrico.

Assumindo que hd um escoamento fluido tanto internamente quanto

externamente ao duto, a transferéncia de calor do fluido interno para a parede interna do
duto é caracterizada por um coeficiente de transferéncia de calor /4 e temperatura T, ,.
Ja a transferéncia de calor da parede externa do duto para o fluido externo ¢
caracterizada por um coeficiente de transferéncia de calor %, e temperatura T, ,. O
interesse aqui € a conducao radial (isto é, a transferéncia de calor ao longo da periferia e
ao longo do comprimento do duto sdo desprezadas). A condutividade térmica do duto,
k, € assumida constante. O raio interno do duto é definido como R e o raio externo €
definido como R,.Considerando que ndo ha geragdo de energia térmica no interior do

duto e que o mesmo estd estaciondrio, a equagdo de conducdo em coordenadas

cilindricas, Eq. (65) do Cap. (1), se reduz a:
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i(rﬂj =0 (36)
dr\ dr

As condi¢des de contorno de terceira espécie correspondentes sao:

L, ~T(r=R)]= —k% _ (37)
4 =n[1(r=R,)-T.,] (38)
dri,—g, ’

A Eq. (36) pode ser integrada duas vezes em r para se obter a primeira derivada

de T em relagdo a r e a solugdo geral para a distribui¢do de temperaturas em r, ou seja:

ar _ G,

ittt | 39

dr r 59)
T(r)=CInr+cC, (40)

onde C; e C, sdo constantes de integracdo, que devem ser obtidas a partir das duas

condi¢des de contorno, Eqgs. (37-38). Substituindo as Eqgs. (39-40) nas Eqgs. (37-38)

obtém-se:

(T, —C,InR, - C,) = —k% (41)
1
- k% =h(C\InR,+C,-T,,) 42)

2

As Egs. (41-42) constituem um sistema de duas equacgdes e duas incégnitas para

a determinacgdo de C, e C,, podendo ser reescritas na forma matricial como:
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k/Rl—hllan -h\C\_(—hT,, 43
k/R2+hzlnR2 thch_ hT,, )

A determinagdo das constantes C, e C, pode ser feita utilizando a regra de

Cramer, ou seja:

- h’lTw,l - }ﬁ‘

ML, h| bR, (Ty = T,.)

k/R —hInR —h hh,RR,InR —khR —hh,RR,InR, —khR,
‘k/R2+hzlnR2 hz‘

C =

k/R1 ~hInR -hT,,
k/R,+h,InR, nT,,
k/Rl - hl In R - hl

k/R,+hInR, h,

_ hhRR,T, ,InR —khRT,, —hh,RR,T, InR, —kh,R)T, ,
hhRR, InR —khR —hhRR,InR, —kh,R,

) =

Substituindo as expressdes de C; e C, na solucdo geral, Eq. (5), obtém-se a

solucdo particular para a distribui¢ao de temperaturas, ou seja:

T(r) _ h|h2R1R2 (Too,l _Too,z)

= Inr
hh,RR,InR —khR —hh,RR,InR, —khR,

+ MR R,T, ,InR —khRT,, — W, RR,T, InR, —kh,R,T,

2 (44
hh,RR,InR —khR —hhRR,InR, —khR, )

A Eq. (44) pode ser rearranjada em uma forma mais compacta como:

-\T. ., -T
T(r)= R(m’lk M)k (lnL”L s J+Tw,1 (45)
11’172"' +_ 1 Rl
Rl R2h2 th'l

A taxa de transferéncia de calor pode ser calculada pela lei de Fourier, ou seja:
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dT a| -(,-1.,) rk
=—k\2mL)— =—-k\277L)— : : In— 1, (=
q k(m)d}" k(m)d)" ln&-l- k k (n 1+R1 lj-l- 0,1
Rl R2h2 thl
277L(Too,l _Too,Z) (46)

1 In(R/R), 1
R, k R.h,

onde L € o comprimento do duto perpendicular ao plano da Fig. (4). Deve ser notado

que a taxa de transferéncia de calor através da parede do duto € constante, conforme a
Eq. (46). Conforme os coeficientes /4 e h, aumentam e se aproximam do infinito, o

contato térmico torna-se perfeito e a temperatura da parede se aproxima da temperatura

do fluido (T,, emr=R e T,, em r=R,, respectivamente). Nessa condi¢do, a

equacao diferencial governante ainda é representada pela Eq. (36), mas as condi¢des de

contorno sao agora escritas como:

T(r=R)=T,, (47)

T(r=R,)=T,, (48)

A solucdo do conjunto de Egs. (36, 47-48) fornece que:

_ _ (Too,1 —Tw,z)ln(r/Rl)

T k) “)
2li’k(T'oo 1 - Too 2)

q= ' ' (50)

ln(Rz /R, )

A andlise anterior pode ser generalizada para o caso de um duto cilindrico com
condutividade térmica varidvel. A equacdo de conduc¢do para o caso de condutividade

térmica varidvel com r tem a seguinte forma:
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d ar
E[rk(r);} ~0 (51)

A Eq. (51) pode ser integrada duas vezes em r para se obter a primeira derivada

de T em r e a solucdo geral para a distribuicdo de temperaturas em r, ou seja:

% = %(lr) (52)
T(r)=C R %(rr) +C, =CG(r)+¢, (53)
onde G(r) é uma integral definida representada como:

Glr)=[ & (54)

R rk (r)

As condicdes de contorno permanecem idénticas as Eqgs. (41-42), podendo entdao

Ser escritas como:

_ C
W, -CG(R)-C,]=-k(R) RilR) (55)
- k(Rz)L = hz [CIG(RZ) + Cz - Too,z] (56)

Rk(R,)

As Egs. (55-56) constituem um sistema de duas equacgdes e duas incégnitas para

a determinacgdo de C, e C,, podendo ser reescritas na forma matricial como:

(e ey e Se )=o)
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A determinagdo das constantes C, e C, pode ser feita utilizando a regra de

Cramer, ou seja:

- h’lTw,l —h
hT,, h,
l 1/R1 - hlG(Rl) —hy
UR, + th(Rz) h,

hiRR,(T,, ~T,,)
" b, RR,G(R)-hR - hhRR,G(R,)-hR,

1/R1 _hlG(Rl) - thoo,l
I/RZ + hZG(RZ) hZToo,z
R -hG(R) ~-h
I/R, +,G(R,) b,

C. = — h’thRlRZToo,ZG(RI)_hl _hlh RR,T, (Rz hLRT, 2
. ] )-

)-
hhR R,G(R, qu ~hhRR G( ,)— R,

Substituindo as expressdes de C, e C, na solucdo geral, Eq. (53), obtém-se a

solucdo particular para a distribui¢do de temperaturas, ou seja:

— hhR R, (Tw,l _Tm,z)
T(r) ) hlthleG(R1)_th1 _hlthleG(Rz)_thz G(r)
hlthleToo,ZG(Rl)_th \ ~hLRR,T, (Rz) thzToo,z (58)
R RG(R)~h R~ b, RR.G(R) o,

A Eq. (58) pode ser rearranjada em uma forma mais compacta como:

T(r)=1., - M){hl[G ]+1} (58)
 hlo(k)-olr)+ "+

Deve ser notado que G(R1)=0. A taxa de transferéncia de calor pode ser

calculada pela lei de Fourier, ou seja:

a=-k()ems) 2 = k(r)ems) -5 27ARR(T, ~T.,.)

dr rk(r)  hmRRG(R)-hR —hhRR,G(R,)- R,




69

277Lh| (Too,1 B Too,z)

=a[G(R2)—G(R1>1+&+;

(59)

No caso especial de um duto cilindrico composto (uma configuragdo comum de
dutos com isolamento térmico) consistindo de » camadas com condutividades térmicas
distintas porém constantes como mostrado na Fig. (5), a condutividade térmica ¢é

representada pela seguinte expressao:

Figura 5 — Secdo transversal de um duto cilindrico revestido com camadas de diferentes

isolantes térmicos.

k(r)=4 kR <r<gR, (60)
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Vamos considerar que a distribuicdo de temperatura na i-ésima camada do duto

cilindrico composto (isto é, R, <r <R, ) precise ser determinada. Combinando as Egs.

(54) e (60) para calcular os valores de G(R1 ), G(Rz) e G(r) obtém-se:

R dr

G(R)= o) =0 (61)
_ R dr _ U 1 Rm+
G(R,)= le ) mz;k—ln—l (62)
— [ dr —_ < L m+1 i L
( )‘IR, k(r) 2k, tn ) * k,1 R, (©3)

Substituindo as Eqgs. (61-63) na Eq. (58) obtém-se uma expressdao para a
distribui¢do de temperatura na i-ésima camada (deve ser notado que R, na Eq. (58) foi

substituido por R), ou seja:

i-1
( T(xJ 5 i ﬂ + i In r + i
_ m=1 k Rm ki Rl thl
T(r)=T,, - — p 1
I’I’L+1 + 1 +

1
m=1 k Rn h2 Rl hl

m

R <r<R, (64)

A taxa de transferéncia de calor através do duto cilindrico € calculada de
maneira direta combinando as Egs. (59-63) e substituindo R, por R, na Eq. (59)

obtendo-se:

277L(Toc 1 Toc 2)
4= ’ ’ (65)
Z i ln Rm+1 + h'l + 1
m=1 km Rm Rnhl thl

No caso limite de uma udnica camada, as Egs. (64-65) se reduzem as Eqs. (45-

46). De acordo com a discussdo precedente sobre resisténcias térmicas, utilizando a



71

analogia entre a Eq. (65) e a lei de Ohm, Eq. (32), pode-se escrever uma expressao para

a resisténcia térmica de um duto cilindrico composto, ou seja:

R=S 1 jpBuey A, ] (66)
“Zonk, R, 27Rh 27LRK

m

Uma expressdo mais geral para a resisténcia térmica pode ser escrita

comparando a Eq. (59) com a lei de Ohm:

_G[R), 1 1 67
" 2mL 2mLRh, 277LRMA

A solucdo padrdao para o problema do duto cilindrico, Eqgs. (36-38) pode ser
obtida com o auxilio do MAPLE, cuja rotina de cédlculos estd mostrada no arquivo

MAPLE2.mw.
4-O PROBLEMA DA CASCA ESFERICA

A andlise apresentada anteriormente para o duto cilindrico pode ser repetida para
estudar o problema da condugdo radial em regime permanente em uma casca esférica.

Essa geometria é de grande importancia devido a utilizacdo em armazenamento de

fluidos. Um esquema de uma sec¢do de uma casca esférica estd mostrado na Fig. (6):

00,2’h2

Figura 6 — Secdo transversal de uma casca esférica.
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Assumindo que ha o contato da casca esférica com um fluido tanto internamente

quanto externamente, a transferéncia de calor do fluido interno para a parede interna da
esfera é caracterizada por um coeficiente de transferéncia de calor /4 e temperatura T, ,.
Ja a transferéncia de calor da parede externa da casca esférica para o fluido externo é
caracterizada por um coeficiente de transferéncia de calor %, e temperatura T, ,. O
interesse aqui € a conducdo radial. A condutividade térmica da esfera, k, € assumida
constante. O raio interno da casca esférica é definido como R, e o raio externo é
definido como R,.Considerando que ndo ha geracdo de energia térmica no interior da

casca esférica e que a mesma esta estaciondria, a equacdo de condu¢do em coordenadas

esféricas, Eq. (87) do Cap. (1), se reduz a:

i(rz d_Tj -0 68)
dr dr

As condi¢des de contorno de terceira espécie correspondentes sao:

R —
WL, ~T(r=R)| =k = (69)
- k% = w[T(r=R,)-T,,] (70)

A Eq. (68) pode ser integrada duas vezes em r para se obter a primeira derivada

de T em r e a solucdo geral para a distribuicdo de temperaturas em r:

dT _C,
o § 71
dr r? 71

1()=-S+c, (72)
r
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onde C, e C, sdo constantes de integracdo, que devem ser obtidas a partir das duas

condi¢des de contorno, Egs. (69-70). Substituindo as Eqgs. (71-72) nas Egs. (69-70)

obtém-se:
C C
T +1-C |=-k—L 73
hl[ ™ R 2] R’ "
G -Suc -, (74)
R2 R2 ’

As Egs. (41-42) constituem um sistema de duas equacgdes e duas incognitas para

a determinacgdo de C, e C,, podendo ser reescritas na forma matricial como:

k/R*+h/R —h, (CIJ: -hT,, (75)
KR =h/R, iy NC) BT,

A determinagdo das constantes C, e C, pode ser feita utilizando a regra de

Cramer, ou seja:

_thoo,l _hl‘

C = hZTw.Z h2 — hlth12R22(Too,1 - Too,z)

1 ‘k/waRl -h‘ hhR’R, — ki R? = h,R R = kh,R;
k/R-h/R, I

k/R12 +hl/R1 —hT,,
k/R22 _hz/Rz hT., ,
k/R12 +h|/R1 —h
kIR —h/R, b,

— hlthlzRZTw,l - kthlzToo,l - hlthlezToo,z - kthzzToo,z
hh,RYR, = kR = R R; = kh, Ry

5 =

Substituindo as expressdes de C, e C, na solugdo geral, Eq. (72), obtém-se a

solucdo particular para a distribui¢do de temperaturas, ou seja:
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(e MERL L) 1
hh,RR, = ki R} =R Ry ~kiLR; 7
. hh,R’R,T,, —khR'T,, —hhRRT,, —kh,R;T,,
hh,R'R, —kh,R} —hh,R R} —kh,R;

(76)

A Eq. (76) pode ser rearranjada em uma forma mais compacta como:

(77)

0,1 B TOO,Z)

(78)

g r o
4\ R°’h, R;h, kR kR,

Deve ser notado que a taxa de transferéncia de calor através da parede esférica é
constante, conforme a Eq. (78). Conforme os coeficientes /4 e h, aumentam e se

aproximam do infinito, o contato térmico torna-se perfeito e a temperatura da parede se

aproxima da temperatura do fluido (T,,, emr =R, e T,, em r=R,, respectivamente).

Nessa condi¢do, a equacdo diferencial governante ainda € representada pela Eq. (68),

mas as condi¢des de contorno sdo agora escritas como:
T(r=R)=T,, (79)

T(r=R,)=T,, (80)
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A solucdo do conjunto de Egs. (68, 79-80) fornece que:

(Tool =T, 2{1 _1)
’ “Ar R
7(r)= ! (81)

1_ 1
R R,
_ (TOOI _Tm,z) (82)

A anélise anterior pode ser generalizada para o caso de uma casca esférica com
condutividade térmica varidvel. A equacdo de condug¢do para o caso de condutividade

térmica varidvel com r tem a seguinte forma:

d| o N\l | _
Z[r k(r) dr} 0 (83)

A Eq. (83) pode ser integrada duas vezes em r para se obter a primeira derivada

de T em r e a solucdo geral para a distribui¢do de temperaturas em r, ou seja:

dTr _ C

— = 84

dr rzk(r) &

r()=c [ - +c,=cF()+cC (85)
R rzk(r) 2 ?

onde F (r) ¢ uma integral definida representada como

Fr)=] = (86)
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As condicdes de contorno permanecem idénticas as Eqgs. (69-70), podendo entdo

Ser escritas como:

h‘l[TOO,l - CIF(RI)_ Cz] = _k(R1)

(87)

_k(Rz)

Rzk(Rz) =n[CF(R)+C,-T,,] (88)

As Egs. (87) e (88) constituem um sistema de duas equacdes e duas incognitas

para a determinacdo das constantes C, e C,, podendo entdo serem reescritas como:

IR} ~hF(R) ~h (Gj: ~hT., (89)
VR +mF(R) 1 NG (BT,

A determinacdo das constantes C, e C, pode ser feita utilizando a regra de

Cramer, ou seja:

hT., —;71‘
WhRR(T,, - T..,)

1/R2 hF hl " W RRZF(R) - hR? - hthRF( )= R,

1/R2+h2F

1=

I/R} ~hF(R) -hT,,
R +nF(R,) hT,,
YR -wF(R) -h
R +mF(R,) b,

_ W RIRT, ,F(R)-hRT,, + hiyRERT, F(R,) - LRI, ,
W RIRF(R)~ R ~ R RCF(R,)~ R

Substituindo as expressdes de C, e C, na solucdo geral, Eq. (85), obtém-se a

solucdo particular para a distribui¢do de temperaturas, ou seja:
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_ h1th12Rz2 (Too,l - Too,z)
M) bR RFR)- AR ~hhR R F(R) - )

hthRlzRZZTOO,ZF(RI ) B thlzT + h’thRlzRZZTOO,lF(RZ ) - hZRZZT

0,1 00,2
: = (90)
WhRRF(R )= R} =y, RIR:F (R, )=, Ry
A Eq. (90) pode ser rearranjada em uma forma mais compacta como:
1
() PO FlR)s
T(r)=T.,~——5 : 1)
+ -F(R )+ F\R
Rlzhl R22h2 ( 1) ( 2)

Deve ser notado que F (R1)=O. A taxa de transferéncia de calor pode ser

calculada pela lei de Fourier, ou seja:

— 2\dT _ _ Y G _ 47111th12R22(Too,1_Too,2)
e e P R TV R T T (A
(Too,1_Too,2)

(92)

1 1 1
o R FR)

No caso especial de uma casca esférica composta (uma configuracio comum de
esferas com isolamento térmico) consistindo de n camadas com condutividades térmicas
distintas porém constantes como mostrado na Fig. (7), a condutividade térmica é

representada pela seguinte expressao:

(93)
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Vamos considerar que a distribui¢do de temperatura na i-ésima camada da casca

esférica composta (isto é, R. <r <R, ) precise ser determinada. Combinando as Egs.

(86) e (93) para calcular os valores de F (R1 ), F (Rz) e F (r) obtém-se:

_(Rkodr _
F(Rl)_IR,W(r)_O "
R, dr <« 1(1 1
: s 95
F(RZ) J‘Rl rzk(r) m=1 km (Rm Rm+lJ ( )

Spdr Lt
F(r)_J‘erzk(r)_Z‘}k (R R J+k(R r] 00

T,,, h,

Figura 7 — Secdo transversal de uma casca esférica revestida com camadas de diferentes

isolantes térmicos.
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Substituindo as Eqgs. (94-96) na Eq. (91) obtém-se uma expressdao para a
distribui¢do de temperatura na i-ésima camada (deve ser notado que R, na Eq. (91) foi

substituido por R), ou seja:

i—1
(r,,-T., zi 1 __ 11 1y, 1
' ' m=1 km Rm Rm+l k[ R[ r Rl }ll
T(r)=T,, - R <r<R, (97

o,1 n-1
L, L g1
Rlzhl thZ m=1 km R R

A taxa de transferéncia de calor através da casca esférica é calculada de maneira

direta combinando as Eqs. (92-96) e substituindo R, por R na Eq. (92) obtém-se:

q: (Too,l TZ)
1
At 1 +ZL L_L
4 Rlz}ﬁ Rzsz 1 Ky R,

No caso limite de uma unica camada, as Egs. (97-98) se reduzem as Eqs. (77-

(98)

78). De acordo com a discussdo precedente sobre resisténcias térmicas, utilizando a
analogia entre a Eq. (98) e a lei de Ohm, Eq. (32), pode-se escrever uma expressao para

a resisténcia térmica de uma casca esférica composta, ou seja:

m+1

1] 1 L 1
&= 471{1%% Rh, ,,,Z:k_(_ R H &)

Uma expressdo mais geral para a resisténcia térmica pode ser escrita

comparando a Eq. (92) com a lei de Ohm:

thi{ Ll —F(R1)+F(Rz)} (100)
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A solug¢do padrdo para o problema da casca esférica, Eqs. (68-70) pode ser
obtida com o auxilio do MAPLE, cuja rotina de céalculos estd mostrada no arquivo

MAPLE3. mw.
5-SECOES CONICAS TRUNCADAS

Nas Figs. (8a-8b) a area da se¢ao transversal, A(x), ¢ uma funcao de x, podendo

Ser escrita como:

Alx)="a(x) (101)

onde o didmetro d(x)=ax"? se aplica a configuragio da Fig. (8a) e d(x)=ax¥* se

aplica a configuracdo da Fig. (8b), com a sendo uma constante numérica.

i) = ax¥2 b T

(a) (b)

Figura 8 — Exemplos de se¢des cOnicas truncadas.
Para conducdo unidimensional em regime permanente sem geracdo de energia,

um balanco de energia diferencial em um elemento de comprimento dx para as se¢des

cOnicas mostradas na Fig. (8) tem a seguinte forma:

Ee = Es = qx = qx+dx (102)

onde ¢, ¢ ¢q,,, indicam taxas de transferéncia de calor por condu¢@o nas posi¢des x €

x +dx, respectivamente. A taxa de conducgdo na posi¢do x+dx pode ser expressa em
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funcdo da taxa de condug¢do na posic¢ao x utilizando uma expansdo em série de Taylor,

ou seja:

dq,
9 =9, I dx (103)

onde os termos de segunda em diante foram desprezados. Dessa forma, substituindo a

Eq. (103) na Eq. (102), obtém-se:

dq
= 104

a (104)
Substituindo a lei de Fourier na Eq. (104) obtém-se:

d dT

— | —kAlx)— =0 105

e { () } (105)
Para condutividade térmica constante pode-se reescrever a Eq. (105) na forma:

d dT

—| Alx)— |=0 106

dx{ ( ) dx} (106)

De acordo com a Fig. (8), embora as condicdes de contorno nas fronteiras em

X=x, € x=x, possam assumir diversas formas, por simplicidade, serdo consideradas

condi¢des de contorno de primeira espécie, sendo representadas como:
T(x=x)=T, (107)
T(x=x,)=T, (108)

Para a Fig. (8a), a Eq. (106) € reescrita como:
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2
AT (P 4T | = | 7 (g} 4T =£i[xﬂj=0 (109)
dx| 4 dx | dx| 4 dx 4 dx\ dx

A Eq. (109) pode ser simplificada para a forma final da equacdo diferencial

ordindria que representa o problema em analise, escrita na forma:

i(xﬁJZO (110)
dx\ dx

A Eq. (110) pode ser integrada duas vezes em x para se obter a primeira derivada

de Tem x e a solugdo geral para a distribui¢do de temperaturas em x:

ar _ ¢, (111)
dx x
T(x)=C/Inx+C, (112)

onde C, e C, sdo constantes de integracdo, que podem ser obtidas a partir das duas

condi¢des de contorno, Egs. (107-108). Substituindo a Eq. (112) nas Eqgs. (107-108)

obtém-se:
T(x=x)=Clnx,+C, =T, (113)
T(x=x,)=C/nx, +C, =T, (114)

As Egs. (113-114) constituem um sistema de duas equagdes e duas incognitas
para a determinacdo das constantes C, e C,, cujas expressdes, apds solugdo do sistema

de equacdes, sdo:

_ (,-1)

= 115
: Inx, —Inx (11>
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c, = T'Inx, -T,Inx

116
Inx, —Inx, (116)

Substituindo as expressdes de C, e C, na solucdo geral, Eq. (112), e

rearranjando, obtém-se a solu¢do particular para a distribuicao de temperaturas, ou seja:

T,-T Tlnx,-T,1
AT ) I AL E bt AL (117)
Inx, —Inx Inx, —Inx
A primeira derivada em relacdo a x da Eq. (117) tem a seguinte forma:
dTr T,-T 1
T = ( 2 l) - (1 18)
dx |Inx,—Inx |x

A taxa de transferéncia de calor pode ser calculada pela lei de Fourier e a partir

do resultado da Eq. (118), ou seja:

q=—kA(x)

dx 4

Lol T ) (119)

ar __ m'x| (4-1) |1_1km’(G-1,)
x 4 Inx,—Inx

Inx, —Inx

Como um exemplo numérico, vamos considerar uma se¢ao conica fabricada de

aluminio puro (k =236 W/(m.K)), com sua face menor localizada em x, =25 mm e sua

face maior localizada em x, =125mm. Sejam 7, =600K e 7, =400K. Assuma que a

variacdo do diametro com x seja caracterizada pelo parametro a =0,5 m. Utilizando as

Egs (115-119) obtém-se:

(400 - 600)

= =-124,27 K/m
In 0,125 -1n 0,025

1

C = 600.1n 0,125 -400.1n 0,025

, =141,59 K
In0,125 - 1n 0,025
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T(x)=-124,27Inx+141,59

_ 123670.5*(600 - 400)
4 1n0,125-1n0,025

=575834 W

Esses calculos também podem ser feitos utilizando o MAPLE, cuja rotina de
calculos estd mostrada no arquivo MAPLE4.mw. Para a Fig. (8b), a Eq. (106) é
reescrita como:

T T 2 T
da Ed(xzd_ :i I_T(ax3/2)2d_ :Ei x3d_ =0 (120)
dx| 4 dx | dx| 4 dx 4 dx dx
A Eq. (119) pode ser simplificada para a forma final da equacdo diferencial

ordinaria que representa o problema em andlise, escrita na forma:

i(x* ﬂ) =0 (121)
dx dx

A Eq. (121) pode ser integrada duas vezes em x para se obter a primeira derivada

de T em x e a solucdo geral para a distribuicao de temperaturas em x:

dT _C,

=== 122

dx x° e
C

T(x):—z—xlz+C2 (123)

onde C, e C, sdo constantes de integracdo, que devem ser obtidas a partir das duas
condi¢des de contorno, Egs. (107-108). Substituindo a Eq. (123) nas Eqgs. (107-108)
obtém-se:

T(x=x)= 5+ C, =T (124)

1
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C
T(x=x2)=—2—xl2+cz =T, (125)
2

As Egs. (124-125) constituem um sistema de duas equagdes e duas incognitas
para a determinacdo das constantes C, e C,, cujas expressoes, apds solugdo do sistema

de equagdes, sado:

_2x5x5(T -1,)

G (126)
X
¢, =T ~Tn (127)
X — X
1 2

Substituindo as expressdes de C, e C, na solugdo geral, Eq. (123), e

rearranjando, obtém-se a solugdo particular para a distribuicao de temperaturas, ou seja:

T -T,) 1 Tx'-Tx:
T(x):_xl xzz( 1 2 2)_2+ 1)612 22)62 (128)
X =xi x X =x

A primeira derivada em relacdo a x da Eq. (128) tem a seguinte forma:

dT |22 (1-1,) | 1
_:|: 172 \"1 2 — (129)

2 2
dx X =X X

A taxa de transferéncia de calor pode ser calculada pela lei de Fourier e a partir

do resultado da Eq. (129), ou seja:

kr’ (T, ~ 7))

2 2
X T

q=—kA(x)

2.3 2 2 _
ﬂ:_km X {2)(1)52(71 Tz)}% (130)

_1
dx 4 2

2 2
X, =X, X

Como um exemplo numérico, vamos considerar uma se¢ao conica fabricada de

aluminio puro (k =238 W/(m.K)), com sua face menor localizada em x;, =75mm e sua
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face maior localizada em x, =225mm. Sejam 7, =100K e 7, =20K. Assuma que a
variacdo do didmetro com x seja caracterizada pelo parametro a =1,0 m. Utilizando as

Eqgs (126-130) obtém-se:

2 2 —
C = 2.0,075 '0,2225 (1002 20) _ ~1,0125 K.m?
0,075% = 0,225

Tx’ -T,x; _100.0,075" =20.0,225 1

- 0 K
RN g 0,075> —0,225
7(3) =220 110
X
2 2 2 —
_ 1238m,0°0,075°.0,225 (20-100) =189,26 W

2 0,075* -0,225

Esses calculos também podem ser feitos utilizando o MAPLE, cuja rotina de

calculos estd mostrada no arquivo MAPLES.mw.

6-GEOMETRIAS COMPOSTAS

Transferéncia de calor por condugdo através de geometrias compostas (planas,
cilindricas e esféricas) ¢ mais facilmente analisada utilizando o conceito de resisténcias
térmicas. Trés exemplos, um para cada geometria, sdo apresentados e formulados nesse

topico. As solugdes sdo obtidas com o auxilio do MAPLE.

6.1-PAREDE PLANA COMPOSTA

Uma janela de painel duplo, conforme a Fig. (9a), consiste em duas placas de
vidro com espessura de 6 mm cada separadas por um espaco de ar com 3 mm de
espessura. J4 uma janela de painel triplo, conforme a Fig. (9b), consiste em trés placas
de vidro com espessura de 6 mm cada separadas por dois espagos de ar com 3 mm de

espessura cada. Ambos os sistemas devem ser avaliados para instalacio em uma sala
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que esta a uma temperatura de 20 °C e um ambiente externo que estd a uma temperatura
de -10 °C. O coeficiente de transferéncia de calor por convec¢do natural na superficie
interna de ambos os modelos de janela é estimado como sendo 12 W/(m>K). O
coeficiente de transferéncia de calor por conveccdo associado com o ambiente externo
varia com a velocidade do vento, sendo estimado como variando entre 10 a 100
W/(m?.K). Compare a taxa de perda de calor para cada tipo de janela como uma fungio
do coeficiente de transferéncia de calor externo para uma area superficial de 0,4 m>. A
condutividade térmica do espaco de ar é igual a 0,0245 W/(m.K) e a condutividade
térmica do vidro € igual a 1,4 W/(m.K).

Denotando a resisténcia térmica do arranjo com parede dupla por R, € a
resisténcia t€rmica do arranjo com parede tripla por R, ,, pode-se escrever que:
1 N L L L 1 1 2L L 1

R, = PR L S U TP (131)
2" hA kA kA kA hA hA kA kA hA

1 L L L L L 1 1 3L, 2L 1
Rt’; - 4 v 4 ar 4 Vo4 ar_ 4 V_ 4+ = 4+ Y+ ar 4+ (132)
“"hA kA kA kA kA kA hA hA kA kA hA

1 2 3 1 2 3 4 5
6 mm 3mm 6 mm 6 mm 3 mm 6 mm 3 mm 6 mm
(a) (b)

Figura 9 — Configuracdo plana composta, janela de parede dupla e parede tripla.

Denotando a taxa de transferéncia de calor através da janela dupla por g, € a
taxa de transferéncia de calor através da janela tripla por ¢,, e utilizando a analogia

entre a lei de Fourier e a lei de Ohm, pode-se escrever que:
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= Lo =T 133
T L L 1 (133)
7_'_ v + ar +
hA kA kA hA
= Lo =T 134
R Y Y A (134)
+ \4 + ar +

hA kA kA hA

O comportamento da taxa de transferéncia de calor para os dois arranjos de
janela em fun¢do da variacdo do coeficiente de transferéncia de calor externo pode ser
facilmente determinado utilizando o MAPLE, cuja rotina de célculos estd mostrada no
arquivo MAPLE6.mw. Os resultados mostrados do MAPLE6.mw indicam que a janela
de painel triplo € mais efetiva na reducdo da taxa de transferéncia de calor quando
comparada com a janela de painel duplo. Isso € devido ao aumento da resisténcia

térmica total pelo terceiro painel e pelo segundo espago de ar. Para 4, =10 W/(m*> K), a
redugdo na taxa de calor pela janela tripla quando comparada com a janela dupla € de
28,7%. Esse valor aumenta para 36,1% quando A, =100 W/(m?.K).

Entretanto, conforme /4, aumenta, ou seja, com o aumento do coeficiente de
transferéncia de calor externo, as curvas de taxa de perda de calor tendem a se
estabilizar, indicando que a influéncia de 4, na taxa de perda de calor &
consideravelmente reduzida para altos valores de h,. Isso é particularmente verdade

para a janela de painel triplo.
6.2-SISTEMA CILINDRICO COMPOSTO

Um duto metalico, conforme mostrado na Fig. (10), é aquecido pelo
envelopamento de um aquecedor elétrico delgado em torno de sua superficie externa. O
duto tem 1 m de comprimento, 20 mm de raio interno € 30 mm de raio externo. A
superficie interna do duto estd mantida a uma temperatura de 15 °C, enquanto a
superficie externa do duto estd exposta ao ar ambiente a 10 °C com um coeficiente de
transferéncia de calor de 80 W/(m?K). A poténcia elétrica requerida para manter o

aquecedor a 30 °C depende da condutividade térmica do duto, k, e da resisténcia térmica
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de contato entre o aquecedor elétrico delgado e a superficie externa do duto, R, .. O

objetivo desse problema € estudar como a variagdo da condutividade térmica do duto e
da resisténcia térmica de contato afetam a taxa de calor para o duto e a poténcia elétrica

requerida. Assuma que 25<k <200 W/(m.K) e que 0,01< R  <0,05 K/W.
A resisténcia térmica R,; para o lado do duto € composta pela resisténcia

térmica de contato e pela resisténcia térmica de conducao da parede cilindrica, ou seja:

Rt,i — R,c + ln(Re/Ri)

135
t ik (135)

Aquecedor

: elétrico

Figura 10 — Casca cilindrica com aquecedor elétrico delgado.

J4 no lado externo do duto a resisténcia térmica R, é a de convecgdo da

superficie exposta do duto para o ar ambiente, ou seja:

1
R = 136
" 2mLh (136)
A taxa de transferéncia de calor para o duto € entdo calculada como:
=T _ T
— Taquecedor i aquecedor i
q=— = (137)
R, g 4MR/R)
’ 27k

Ja a taxa de transferéncia de calor do duto para o meio externo € calculada como:
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T -1, T -T
— aquecedor ® aquecedor 0 1 3 8
9. R 1 (138)
27m,Lh

A poténcia elétrica requerida € calculada como sendo:

p + T:zquecedor B ’I: + ’I:lqueced(’r — T°° (139)
elétrica = Qi QE =
R .+ In(R,/R,) !
’ 27k 2mm,Lh

O comportamento da taxa de transferéncia de calor para o duto cilindrico em
funcdo da variacdo da condutividade térmica do duto para varias resisténcias térmicas
de contato pode ser determinado utilizando o MAPLE, cuja rotina de célculos esta
mostrada no arquivo MAPLE7.mw. De acordo com os resultados mostrados no
MAPLE7.mw, a taxa de transferéncia de calor aumenta com o aumento da
condutividade térmica do duto e diminui com o aumento da resisténcia térmica de
contato. Além disso, a poténcia elétrica requerida aumenta com o aumento da
condutividade térmica do duto e diminui com o aumento da resisténcia térmica de
contato. Mais ainda, a poténcia elétrica requerida é maior que a taxa de calor fornecida

ao duto devido a taxa de calor perdida para o meio externo por convecg¢ao.

6.3-SISTEMA ESFERICO COMPOSTO

Um tanque esférico composto consiste em uma casca interna de chumbo e uma
casca externa de aco inoxidavel, conforme mostrado na Fig. (11), que deve ser projetado
para armazenar material radioativo com uma capacidade de remover calor a uma taxa de
32.725 W. A superficie externa do tanque € resfriada por uma corrente de dgua a 10 °C.
O controle da vazado de dgua permite que o coeficiente de transferéncia de calor externo
fique na faixa de 100 a 1000 W/(m?.K). O raio interno e o raio externo da casca de
chumbo sdo 0,25 m e 0,30 m, respectivamente. O raio externo da casca de ago
inoxidavel pode variar entre 0,30 m e 0,50 m. Deseja-se investigar como a méixima

temperatura do chumbo, que ocorre na superficie interna de sua casca, é afetada por
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variacdes no coeficiente convectivo externo e pelo raio externo da casca de acgo
inoxidavel.

Deseja-se conhecer também qual o minimo valor de 4 que deve ser mantido na
superficie externa da casca de aco inoxidavel com espessura 0,05 m para garantir que a
maxima temperatura na casca de chumbo nao ultrapasse 220 °C. Considere que as
condutividades térmicas do chumbo e do ago inoxidiavel sdo 35 e 15 W/(m.K),
respectivamente. A resisténcia térmica para esse problema consiste na resisténcia
térmica de conducdo nas duas cascas esféricas e a de convec¢ao da superficie externa da

casca de aco inoxidavel para a dgua, ou seja:

R L[1), (1), 1 (140)
Ark, \r, 1, 47k, \ r, 4rmh

Aguaal0°C
ACO

INOXIDAVEL

N/

CHUMBO

Figura 11 — Casca esférica composta.

A taxa de transferéncia de calor da casca de chumbo (superficie interna a T})

para o escoamento de dgua € entdo calculada como:

(141)
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Para estudar o comportamento da méxima temperatura do chumbo, que ocorre

na superficie interna de sua casca, ou seja, quando 7; =7, , pode-se reescrever a Eq.

(141) na seguinte forma:

Tmax:Too+q 1 l_l + 1 l_l + 12 (142)
ik \r ) Ak,\n, n) 47mh

O MAPLE pode entdo ser utilizado para analisar o comportamento de 7 em
funcdo das variacGes de h e r,, cuja rotina de cdlculos estd mostrada no arquivo
MAPLE8.mw. De acordo com os resultados do MAPLE8.mw, para um raio r

especificado, T,

ax

diminui com o aumento do coeficiente de transferéncia de calor (a

taxa de calor por conveccao aumenta). O menor valor de T ocorre quando a casca de

max
aco inoxidavel € totalmente removida (7, = r, =0,3m). Entretanto, para o sistema operar

com segurang¢a, uma minima espessura de aco inoxidavel € desejavel. Para uma casca de

aco inoxiddvel de 0,05 m de espessura, r; =0,35m, pode-se utilizar o MAPLE para

determinar qual o minimo valor de /4 para que a maxima temperatura no chumbo nao

ultrapasse os 220 °C, obtendo-se o valor de 273,5 W/(m?> K).
7-GERACAO DE CALOR UNIFORME

Nos topicos anteriores, analisamos problemas de condug¢do nos quais a
distribuicdo de temperaturas em um meio foi determinada somente pelas condicdes nas
suas fronteiras. Agora queremos considerar o efeito adicional na distribuicdo de
temperaturas de processos que podem ocorrer no interior do meio. Em particular,
desejamos analisar situacdes nas quais energia térmica estd sendo gerada devido a
conversdo de outra forma de energia.

Um processo comum de geracdo de energia térmica envolve a conversdo de
energia elétrica em energia térmica em um meio que conduz corrente elétrica
(aquecimento 6hmico, resistivo ou de Joule). A taxa na qual energia é gerada em fungao

da passagem de uma corrente / através de um meio com resisténcia elétrica R, é:
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E, =I’R, (143)

Se esta taxa de geracdo de energia (W) ocorrer uniformemente ao longo de todo

o meio com volume V, a taxa volumétrica de geragcao de energia (W/m?) é, entio:

E, I°R
oLy _ IR, 144
q v v (144)

A geracdo de energia também pode ocorrer como um resultado da desaceleracao
e absorcao de néutrons no elemento combustivel de um reator nuclear ou de reagdes
quimicas exotérmicas que ocorrem em um meio. Reagdes endotérmicas apresentam,
obviamente, o efeito inverso (um sumidouro de energia térmica), convertendo energia
térmica em energia de ligacdes quimicas. Finalmente, uma conversdo de energia
eletromagnética em energia térmica pode ocorrer devido a absor¢do de radiacdo no
interior do meio. Esse processo ocorre, por exemplo, quando raios gama sdo absorvidos
em componentes externos de reatores nucleares (revestimento, blindagens térmicas,
vasos de pressdo, etc.), ou quando radiacdo visivel € absorvida em um meio

semitransparente.

7.1-A PAREDE PLANA

Considere a parede plana da Fig. (12) na qual ha geracdo de calor uniforme

denotada por ¢g. A parede tem espessura L e condutividade térmica constante k. A face
esquerda da parede em x=0 € resfriada por um fluido com temperatura T, €
coeficiente de transferéncia de calor 4. A face direita da parede em x =L € resfriada
por um fluido com temperatura T,, e coeficiente de transferéncia de calor h,. Nas

superficies em x=0 e x=L as temperaturas, desconhecidas, sdo denotadas

respectivamente por 7., e T, ,.
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T sy k,q Ty,

2

Wl |

x=0 x=L

Figura 12 — Parede plana com geracdo de calor uniforme.

A equagdo diferencial para esse problema € escrita como:

d’T

q _
+9-9p 145

T (145)

As condi¢des de contorno sdo escritas como:
K = plr(e=0)-1, ] (146)

dx x=0 ’
T plre=1)-1.,)] (147)
d'x x=L ’

Expressoes para a distribui¢do de temperaturas, fluxo de calor em ambas as faces
e fluxo de calor total podem ser obtidas analiticamente através da solucdo da Eq. (145)
por dupla integracdo em x e obtencdo das constantes de integracdo pelas Eqgs. (146-147).
Nesse exemplo a solucdo completa serd feita utilizando o MAPLE, cuja rotina de
calculos estd mostrada no arquivo MAPLE9.mw. Apds isso, como um exemplo

numérico, é plotada a distribuicdo de temperatura na placa, sdo calculadas as

temperaturas superficiais, é calculada a posi¢cdo de maxima temperatura e o valor desta

temperatura. Os seguintes dados foram assumidos: ¢ =3x10° W/m? L=0,1 m,

h =400 W/(m*XK), T,,, =20 °C, h, =200 W/(m*K)e T, , =15 °C.
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7.2-CASCA CILINDRICA COMPOSTA

Uma casca cilindrica com duas camadas € composta por dois materiais conforme

mostrado na Fig. (13). A casca interna tem condutividade térmica k, e possul geracao
de energia volumétrica a uma taxa ¢,. A casca externa tem condutividade térmica k, e
possui geracdo de energia volumétrica a uma taxa ¢,. A superficie em r, € resfriada por
um refrigerante com temperatura 7, e coeficiente de transferéncia de calor 4. A
superficie externa em r, estd isolada. As equacOes diferenciais para esse problema sdo

escritas como:

li(rﬁjJ,&:O (148)
rdr\ dr) k
li(rﬂ},&:o (149)
rdr\ dr ) k,

N/

T..h

Figura 13 — Casca cilindrica composta com geracdo de energia volumétrica uniforme.

As condigdes de contorno sdo escritas como:

K = Hr(r=n)-T.) (150)

1
dr r=n
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Tl(r=r2)=T2(r=r2) (151)
drT, dT,
k—L =k—2 152
Yarl., ., o
d,
=0 153
ol (153)

Expressoes para a distribui¢do de temperaturas em ambas as cascas cilindricas
podem ser obtidas analiticamente através da solucdo das Eqs. (148-149) por dupla
integragdo em r e obtencdo das constantes de integracdo pelas Egs. (150-153). Nesse
exemplo a soluc@o completa serd feita utilizando o MAPLE, cuja rotina de céalculos esta
mostrada no arquivo MAPLE10.mw. Apés isso, como um exemplo numérico, sio

calculadas as temperaturas na superficie interna, na interface e na superficie externa. Os

seguintes dados foram assumidos: 7 =0,02m, r, =0,04m, r,=0,06m, ¢ =5 x10*
W/m?, q, = 2x10° W/m?, L=1,0 m, h=400 W/(m?K), T, =20 °C, k, =20 (W/m.K)
e k, =10 W/(m.K).

7.3-A ESFERA MACICA

Considere a parede plana, o cilindro longo e a esfera mostrados
esquematicamente, todos com o0 mesmo comprimento caracteristico @, mesma

condutividade térmica k e mesma taxa volumétrica de geracdo de energia uniforme ¢,

conforme a Fig. (14). E de interesse prético selecionar a geometria preferivel para uso
como um elemento combustivel nuclear em funcao da diferenca de temperaturas entre o
centro e a superficie da geometria de interesse. Para isso, pode-se representar a
temperatura adimensional em regime estacionario em funcdo do comprimento
caracteristico adimensional para cada geometria. Nas hipoteses de condugdo
unidimensional em regime permanente, condutividade térmica constante, taxa
volumétrica de geracdo de energia uniforme e parede plana estaciondria, a equacdo de

condu¢io em coordenadas retangulares € escrita na seguinte forma:
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q_
+9 = 154
x> k (154)
Plane wall Long cylinder Sphere
| <
& k
i r=a
I—I_-,-'t' I—I_.,‘t
a a

Figura 14 — Geometrias com mesmo comprimento caracteristico a.

Admitindo que a temperatura na superficie na parede plana seja conhecida, as

condi¢des de contorno sdo escritas como:

a _, (155)
dx x=0

T(x=d)=T, (156)

A solucdo da Eq. (154) € obtida por dupla integracdo em x, cujos resultados sdo:
a__ax,c (157)
dx k
.xz
T(x)= —‘1;—k+clx+c2 (158)

Utilizando as condi¢des de contorno e a solucdo da equagdo diferencial, obtém-

se as constantes de integracdo C, e C,, ou seja:

C =0 (159)
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. 2
— qa
C,=T + 160
2 K 2k ( )

Substituindo as constantes de integracdo na solucdo da equagdo diferencial e

rearranjando, obtém-se a distribuicdo de temperaturas na parede plana:

) .2

— gx , ga
T\x)=T, ——+-— 161
(x)=1, YR (161)

A Eq. (161) pode ser rearranjada na forma adimensional como:

T(x)-T, _, _(xY
ga* 2k =1 (aj (162)

Mantendo as hipoteses simplificadores, a equacdo de condu¢do em coordenadas

cilindricas € escrita na seguinte forma:

1df,dT),4 - (163)
rdr\ dr k

Admitindo que a temperatura na superficie do cilindro longo seja conhecida, as

condi¢des de contorno sao escritas como:

ar =0 (164)

dr|,=

T(r:a)ZTs (165)
A solugdo da Eq. (163) € obtida por dupla integragao r, cujos resultados sao:

ar__ar, G (166)

dr 2%
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.2

T(r):—%+c11nr+c2 (167)

Utilizando as condi¢des de contorno e a solucdo da equagdo diferencial, obtém-

se as constantes de integracdo C, e C,, ou seja:

C =0 (168)

. 2
— qa
C, =T+ 169
2 K 4k ( )

Substituindo as constantes de integracdo na solucdo da equagdo diferencial e

rearranjando, obtém-se a distribui¢cdo de temperaturas no cilindro longo:
. r2 . a
T(r)=1, -4 +2% (170)

A Eq. (170) pode ser rearranjada na forma adimensional como:

B

Mantendo as hipoteses simplificadores, a equacdo de conducdo em coordenadas

esféricas é escrita na seguinte forma:

in 24 4 _ (172)
r-dr dr ) k
Admitindo que a temperatura na superficie da esfera seja conhecida, as

condi¢des de contorno sao escritas como:

dr

=0 173
il (173)
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T(r=a)=T (174)

L=Lrcy (175)
r

__gr G
T(r)——6—k—7+C2 (176)

Utilizando as condi¢des de contorno e a solucdo da equacdo diferencial, obtém-

se as constantes de integracdo C, e C,, ou seja:

C =0 77

-2

— qa
C, =T + 178
2 s 6k ( )

Substituindo as constantes de integracdo na solucdo da equagdo diferencial e

rearranjando, obtém-se a distribuicdo de temperaturas na esfera:

(r)=1 -4~ + 49

‘ 94" 179
"6k 6k a7

A Eq. (179) pode ser rearranjada na forma adimensional como:

-]

As Eqgs. (162, 171 e 180) podem ser plotadas em um mesmo grafico em funcdo
de um comprimento adimensional para x ou r variando de 0 a a. Os resultados podem

ser visualizados na Fig. (15). Conforme a Fig. (15), a esfera tem a menor diferenca de
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temperaturas entre o centro e a superficie, ou seja, T(0)—T(a) Um pardmetro de
controle para essa andlise € a relacdo volume/area superficial da geometria, ou seja,

V/A,, que serve como controle da taxa de geracdo e da taxa de calor. Para cada

geometria tem-se que:

PAREDE PLANA: - = a(tx1)

A ()

V _m'xl _a

CILINDRO: — = =2
A 2mx1 2
3
ESFERA: ~ =+ 43 =2
A 4 3

s

Nota-se que quanto menor a relacio V /A, menor a diferenca de temperaturas
7(0)-T(a). Para a utilizacio como elemento combustivel nuclear, a geometria esférica

¢ preferida, pois a esfera ird operar com uma menor temperatura.

1 S : : : : : : :

e Parede Plana

0.8 ™~ — Cilindro Longo | |

- Esfera

[ =
- e
. r
//

Iy
; )

<

o
|
|
|

<

o
B
.
o
L

{(T{r,r) =T/ {dra/2«k)
=
o

=
[
T
F
i/
1

=
M
-

=
=
T
F
#
z'/ -
-f'

0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 1

Comprimento adimensional, x/a ou r/a

Figura 15 — Distribui¢do adimensional de temperaturas.
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8-EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Considere condugdo de calor unidimensional, em regime permanente, através da
geometria simétrica mostrada na figura abaixo. Supondo que ndao hi geracdo interna de
calor, desenvolva uma expressdo para a condutividade térmica k(x) para as seguintes
condigdes: A(x)=(1-x), T(x) = 300(1 -2x-x ), e ¢ =6000 W, onde A estd em metros

quadrados, T'em Kelvins e x em metros.

2) Condugao de calor unidimensional, em regime permanente, ocorre em uma barra de

condutividade térmica constante k e cuja area da secdo transversal varia conforme a

relagio A (x)=A,e™, na qual A, e a sdo constantes. A superficie lateral da barra

encontra-se isolada termicamente.

a) Escreva uma expressao para a taxa de condugdo de calor, g, (x) Use esta expressao
para determinar a distribuicdo de temperaturas T(x) e esboce, qualitativamente, a
distribuicio para T(0)>T(L).

b) Agora, considere condicdes nas quais ha geracdo de energia térmica no interior da

barra, a uma taxa volumétrica g = ¢, exp(— ax), na qual ¢, é uma constante. Obtenha
uma expressao para ¢, (x), quando a face esquerda da barra (x =0) se encontra isolada

termicamente.
A ) = A€
! g
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3) Em uma parede plana com espessura 2L =40mm e condutividade térmica
k =5W/(m.K) ha gerac¢do de calor uniforme a uma taxa ¢, enquanto transferéncia de
calor por convecgdo ocorre em suas duas superficies (x =—L,+L), cada uma exposta a
um fluido com temperatura 7, =20°C. Em condi¢des de regime permanente, a
distribuicdo de temperaturas no interior da parede tem a forma T(x) =a+bx+cx’, onde
a=82,0°C, b=-210°C/m, ¢=-2x10* °C/m? e x estd em metros. A origem da
coordenada x encontra-se no plano central da parede.

a) Esboce a distribuicdio de temperaturas e identifique caracteristicas fisicas
significativas.

b) Qual € a taxa volumétrica de geracdo de calor ¢ no interior da parede?
¢) Determine os fluxos térmicos nas superficies, ¢ .(-L) e ¢,(+L). Como esses fluxos

estdo relacionados coma a taxa de geracao de calor?

d) Quais sdo os coeficientes de transferéncia de calor por conveccdo nas superficies
x=—-Lex=+L?

e) Obtenha uma expressio para a distribuigio de fluxos térmicos, ¢.(x). O fluxo

térmico é nulo em algum local? Explique as caracteristicas significativa desta
distribuigio.

f) Se a fonte de geracdo térmica for subitamente desativada (¢ =0), qual € a taxa de
variacdo da energia acumulada na parede neste instante?

g) Com ¢ =0, qual temperatura de parede serd atingida apds um longo periodo de
tempo? Que quantidade de energia tem que ser removida da parede pelo fluido, por
unidade de 4rea da parede (J/m?), para ela atingir esse estado? A densidade e o calor

especifico do material da parede sdo 2600 kg/m> e 800 J/(kg.K), respectivamente.

4) A distribuicdo de temperaturas, em regime permanente, em um material
semitransparente, com condutividade térmica k e espessura L, exposto a irradiacao laser

¢é descrita como:
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onde A, B, C e a sdo constantes conhecidas. Nessa situacdo, a absorcdo de radiacdo no

material € manifestada por um termo de geracdo de calor distribuida, q'(x).

Laser irradiation

o

X

| "
LSremi‘[rz;tns;;:l;:n'ent medium, T(x)

a) Obtenha expressoes para os fluxos de calor por conducdo nas superficies superior e
inferior.

b) Deduza uma expressdo para q(x).

c). Desenvolva uma expressdo para a taxa na qual a radiacdo € absorvida em todo
material, por unidade de area superficial. Expresse o seu resultado em termos das
constantes conhecidas para a distribuicao de temperaturas, da condutividade térmica do

material e de sua espessura.

5) Um cabo elétrico, de raio r, e condutividade térmica k., encontra-se coberto por

uma camada isolante cuja superficie externa possui raio 7, e troca calor por convecgdo e
radiacdo com o ar circundante e a vizinhanga, respectivamente. Quando uma corrente
elétrica passa pelo cabo, ha geracdo de energia térmica em seu interior a uma taxa

volumétrica q.

Tsur
Electrical cable
Insulation
/_
i T.h 1
Ambient air
T, h

M
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a) Escreva as formas da equacdo de conducdo térmica, em regime permanente, para o
isolamento e para o cabo. Verifique se essas equacdes sdo satisfeitas pelas seguintes

distribuicdes de temperaturas:

Isolamento térmico: T(r) =T, + (TS,1 -T,, )_ln(r/rz)

In(r;/1;)

. 2 2

_ qn r

Cabo: T\r)=T  +—|1—-—
apo () s,1 4k( ZJ

¢ K
Esboce a distribuicdo de temperaturas, T (r) no cabo e no isolante, identificando as

principais caracteristicas.
b) Utilizando a lei de Fourier, mostre que a taxa de transferéncia de calor por condugao,

por unidade de comprimento, através do isolamento pode ser representada por

" 271‘:‘ (Tsl _Ts,z)
qr - { /7 \
In(r,/5)

Usando um balan¢o de energia em uma superficie de controle envolvendo o cabo,
obtenha uma expressdo alternativa para ¢,, escrevendo seu resultado em termos de ¢ e
5.

c¢) Fazendo um balanco de energia em uma superficie de controle colocada ao redor da

superficie externa da camada isolante, obtenha uma expressdo na qual 7, , possa ser

determinada como uma fun¢do de ¢, 5, h,T,,e e T,.

d) Considere condi¢des nas quais uma corrente elétrica de 250 A atravessa um cabo

cuja resisténcia elétrica por unidade de comprimento é de R, =0,005 Q/m, com um
raio 7 =15mm e condutividade térmica k, =200 W/(m.K). Para k; =0,15W/(m.K),
r, =15,5mm, h=25 W/m?K, £=0.09, T, =25°Ce T, =35°C, calcule as temperaturas
superficiais, T, e T, ,, bem como a temperatura T na linha de centro do cabo.

¢) Mantendo todas as demais condicdes, calcule e represente graficamente Ty, T, e T, ,

como uma funcdo de r,, para 15,5 < r, < 20,0 mm.
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6) Uma mistura quimicamente reativa € armazenada em um recipiente esférico com

paredes finas, de raio r =200mm. Uma rea¢do exotérmica gera calor a uma taxa
volumétrica uniforme e dependente da temperatura na forma g = g, exp(— A/ 75), onde
g, =5000 W/m?, A=75K e T, é a temperatura em Kelvins. O recipiente é envolto por
uma camada de material isolante que possui raio externo r,, condutividade térmica k e

emissividade &£. A superficie externa do isolamento troca calor por convec¢do e

radiacdo com o ar adjacente e uma grande vizinhanga, respectivamente.

Chemical &
reaction, ¢(T,)—~£7
d Ambient air

T.. h

Insulation,
k, e

a) Escreva a forma do estado permanente da equacdo de conducdo térmica para o
isolante. Verifique se essa equacdo € satisfeita pela seguinte distribuicao de

temperaturas:

_ 1=(r/r)
T(r)=T, - (1, - ﬂz{rl)
/5
Esboce a distribuicdo de temperaturas, T(r), identificando as suas principais
caracteristicas.
b) Utilizando a lei de Fourier, mostre que a taxa de transferéncia de calor por condugdo

através do isolamento pode ser representada por:

— 471{(7;,1 _Ts,z)
)= n)
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Fazendo um balanco de energia em uma superficie de controle envolvendo o recipiente,

obtenha uma expressdo alternativa para g, expressando o seu resultado em termos de ¢
er.
¢) Fazendo um balanco de energia em uma superficie de controle coincidente com a

superficie externa da camada de isolamento, obtenha uma expressdo na qual 7, , possa

ser determinada em func¢do de ¢,r,h,T,,c e T,

d) O engenheiro de processos deseja manter a temperatura no reator em
7(0)=7(;)=95°C em condicdes nas quais k=0,05W/(m.K), r, =208mm,
h=5W/m?K), £=0,9, T, =25°Ce T, =35°C. Qual ¢ a temperaturas real do reator
e a temperatura da superficie externa do isolamento térmico, 7, ?

e) Calcule e represente graficamente a variacdo de 7,, em fungdo de 7 para

201<r<,210mm. O engenheiro estd preocupado com eventuais acidentes por

queimadura que possam ocorrer com o pessoal que entrar em contato com a superficie
exposta do isolamento térmico. O aumento da espessura da camada de isolante térmico

€ uma solucdo pratica para manter 7,, <45°C? Que outro pardmetro poderia ser

alterado para reduzir o valorde 7, ?

7) Uma parede plana, que tem um de seus lados (x =0) termicamente isolado, esti
inicialmente a uma temperatura uniforme 7;, quando sua superficie exposta em x =L
tem a sua temperatura subitamente elevada para 7.

a) Verifique se a equacdo a seguir satisfaz a equagdo de conducdo e as condigdes de

contorno:

T(x, t) -

T, _ T at T x
—————=Cexp| ——— |cos| ——
T-T, 4 L 2L

na qual C, € uma constante ¢ a € a difusividade térmica.
b) Esboce a distribuigdo de temperaturas 7(x) em 7 =0, em ¢ — o e em um instante de
tempo intermediario. Esboce a variagio com o tempo do fluxo térmico em x =L, g, (t)

¢) Qual o efeito de @ na resposta térmica do material a uma mudanca na temperatura da

superficie?
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8) Um elemento de combustivel nuclear, com espessura 2L, € coberto com um

revestimento de ago com espessura b. O calor gerado no interior do combustivel

nuclear, a uma taxa ¢, € removido por um fluido a 7., que se encontra em contato com

7z

uma das superficies e € caracterizado por um coeficiente convectivo h. A outra
superficie encontra-se isolada termicamente. O combustivel € o aco possuem

condutividades térmicas k. e k,, respectivamente.

i Nuclear fuel Steel
g ee
[ -
Insulation 5 | T . h
f:r—}i "—L_F*_L__: b
-

a) Obtenha uma equagdo para a distribuicdo de temperaturas T (x) no combustivel
nuclear. Expresse seus resultados em termos de ¢, k., L,b,k,,h e T,.

b) Esboce a distribui¢do de temperaturas para o sistema inteiro.

9) A superficie exposta (x =0) de uma parede plana, com condutividade térmica k, esta

sujeita a radiacdo de micro-ondas, que causa um aquecimento volumétrico que varia

conforme a seguinte expressao:
. ) X
‘](x) = %(1 _zj

onde ¢, (W/m?®) é uma constante. A fronteira em x =L estd perfeitamente isolada,
enquanto a superficie exposta € mantida a uma temperatura constante 7;. Determine a

distribui¢io de temperaturas T(x) em termos de x, L, k, g, e 1.

10) Uma janela de quartzo com espessura L serve como visor em um forno usado para

temperar aco. A superficie interna (x =0) da janela € irradiada com um fluxo de calor
uniforme ¢, devido a emissdo dos gases quentes no interior do forno. Pode-se supor que

uma fragdo, [, dessa radiacdo é absorvida na superficie interna, enquanto a radiacio
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restante € parcialmente absorvida ao atravessar o quartzo. A geracdo volumétrica de

calor devido a essa absor¢do pode ser descrita por uma expressao com a forma:

§(x)= (1= B)ge™

onde a € o coeficiente de absor¢do do quartzo. Ha transferéncia de calor por convecgao

na superficie externa da janela (x = L) para o ar ambiente, a T,, e ela é caracterizada

por um coeficiente convectivo h. A conveccdo e a emissdo de radiagdo na superficie
interna podem ser desprezadas, assim como a emissao de radiacdo da superficie externa.
Determine a distribui¢do de temperaturas no quartzo, representando o seu resultado em

termos dos parametros definidos anteriormente.

11) Rejeitos radiativos sao colocados em um recipiente esférico de parede delgada. Os

rejeitos geram energia térmica de forma ndo uniforme de acordo com a relagdo
G =¢,[1-(r/1)’], onde ¢ € a taxa local de geragdio de energia por unidade de volume,
g, ¢ uma constante e r, € o raio do recipiente. CondicOes de regime permanente sdo
mantidas pela imersdo do recipiente em um liquido que se encontra a 7, e fornece um

coeficiente convectivo A uniforme.

Coolant

T h
= g= g, [1-(r)?

Determine a distribuicao de temperaturas, T(r), no interior do recipiente. Expresse o
seu resultado em termos de ¢,,7,T,,h e da condutividade térmica k dos rejeitos

09

radioativos.
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CAPITULO 3

PROBLEMAS AVANCADOS DE CONDUCAO
UNIDIMENSIONAL EM REGIME
PERMANENTE

1-INTRODUCAO

No Cap. (2), o assunto tratado foi a analise tedrica de problemas elementares de
conducdo unidimensional em regime permanente. A analise apresentada foi baseada em
hipoteses tais como condutividade térmica do meio constante, geracdo volumétrica de
energia uniforme e aquecimento ou resfriamento de superficies somente por convecgao.
Em diversas situagdes de engenharia, entretanto, essas hipdteses ndo sao validas ou
introduzem erros significativos na previsao do desempenho de sistemas térmicos.

Por exemplo, a regidao de conducdo pode ser ndo-homogénea e,
consequentemente, a condutividade térmica pode ser dependente da posicdo.
Similarmente, a diferenga de temperaturas em uma regido de condugdo pode ser
significativa de maneira a invalidar a hipotese de condutividade térmica constante.

Ja a hipotese de geracdo de energia volumétrica uniforme também pode ser
restritiva em diversos casos. Por exemplo, quando a barreira de protecdo de um reator
nuclear € irradiada com raios gama, a geragdo de energia no interior da barreira decai
exponencialmente com a distincia a partir da superficie recebendo a radiacido, e um
modelo de condugdo de calor mais apropriado deve permitir a inclusdo de geracdo de
energia dependente da posic@o. Nos casos onde a geracdo de energia é devido a energia
elétrica ou reacdo quimica interna, a geracdo de energia torna-se dependente da
temperatura.

Em algumas situacdes de condugd@o unidimensional, pode ser necessario
considerar o efeito da radiacdo térmica aquecendo ou resfriando uma superficie além do

efeito da convecgdo. Isso é particularmente verdade para sistemas operando em
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7z

temperaturas elevadas ou quando a fronteira do sistema € resfriada por convecgdo
natural, tornando a contribuicao da radiac¢do térmica comparavel com a contribui¢do da
conveccdo natural. O objetivo desse capitulo € analisar os problemas mencionados nos
paragrafos anteriores. Serdo obtidas a distribuicdo de temperaturas e também a taxa de

calor no meio em analise utilizando técnicas analiticas e também o MAPLE.
2-CONDUTIVIDADE TERMICA VARIAVEL

A condutividade térmica de um meio com condugdo pode ser dependente da
posicdo, da temperatura ou de ambos. Cada um desses casos sera discutido a seguir
através de exemplos resolvidos, tanto para uma parede plana quando para uma casca
cilindrica. Os procedimentos de solucio para uma casca esférica sao similares e detalhes

de solucdo nao serdo mostrados.
2.1-CONDUTIVIDADE TERMICA DEPENDENTE DA POSICAO
Considere uma parede plana de espessura L conforme a Fig. (1), feita de um

material cuja condutividade térmica € dependente da posicdo de acordo com a seguinte

expressdo:

k = ky(1+ax?) (1)

k=%@+aﬂ)

Ti\ /T2

x=0 x=1L

Figura 1 — Parede plana com condutividade térmica dependente da posigao.
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onde a é uma constante e k, é a condutividade térmica avaliada em x =0. De acordo

com a Fig. (1), ndo ha geracdo interna de energia e ambas as faces sdo mantidas a
temperaturas conhecidas. Considera-se também que a parede esti em regime
permanente, estd estaciondria e que a condugdo térmica € unidimensional em x. Assim, a
equagao de conducdo de calor e as condi¢des de contorno para esse problema sao

escritas como:

i[kﬂ} :i[ko(l + axz)d—T} =0 (2)
x| dx ] dx dx

T(x=0)=T, 3)
T(x=L)=T, )

A Eq. (2) pode ser integrada duas vezes em x para a obtencdo da distribuicdo de

temperaturas em x. A primeira integra¢do em x fornece que:

a__ G 5)
dx  k,(1+ax")
Ja a segunda integragdo em x fornece que:
C dx C
(x)="] = +C, (©6)

.
(-

A solugdo da integral da Eq. (6) pode ser obtida com o auxilio de tabelas de

integrais, que, utilizando uma notagdo geral, tem a seguinte forma:

2
u +x u u

I Lz = larctan[fJ @)
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onde u € uma constante. A constante de integracdo na Eq. (7) foi suprimida pelo fato de

ja ter sido incluida na Eq. (6). Comparando a integral da Eq. (6) com a Eq. (7) obtém-se:

I —df = aarctan( ax) ®)
)
a

Substituindo a Eq. (8) na Eq. (6) e rearranjando obtém-se:

T(x) = Qﬁarctan( ax)+ G, 9)

0 a

Aplicando a condi¢do de contorno indicada pela Eq. (3) e sabendo que

arctan(Q) =0 obtém-se:

T(x = O) = Qﬁarctan(\/ZO)+ C,=T=C, =
o a

~

(10)

Aplicando a condi¢@o de contorno indicada pela Eq. (4) e utilizando o resultado

indicado pela Eq. (10) obtém-se:

C Ja (T, -T)k,a
T(x=L)=YX%arctanWaL|+T =T, = ¢ = =2 "10%0 11
( ) k, a ( ) b Y Ja arctan(\/ZL) (h

Substituindo as Egs. (10-11) na Eq. (9) e rearranjando obtém-se:

r(x)=T - arctan(~/ax)(T, - T,)

= 12
arctan(\/EL) )

A taxa de calor € entdo calculada pela lei de Fourier em conjunto com as Eqgs. (5)

e(11):
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dr

q. = _kAE =—k,(1+ax*)A G —AC, = AT, _Tz)ko\/g

ky(1+ ax®) - ! arctan(\/ZL)

(13)

O modelo anterior foi implementado no MAPLE juntamente com um exemplo

numérico. A rotina de calculos pode ser vista no arquivo MAPLEl.mw. Deve ser
notado que para a =0, tem-se que k =k, e as Egs. (12-13) se reduzem as expressdes
padrdes para a distribuicdo de temperaturas e taxa de calor para uma parede plana com
condutividade térmica constante e as mesma hipéteses mostradas na Fig. (1).
Entretanto, a simples substituicdo a =0 nas Egs. (12-13) implica em indeterminagdes
do tipo 0/0, que podem ser contornadas utilizando a regra de L’Hospital, escrita abaixo

para duas funcdes genéricas f (a) e g(a):

fla) _yiin dlr(a))/da
W gla) N gl da e
Utilizando a Eq. (14) na Eq. (12) obtém-se:
lim f (a) —lim d [arctan(\/;x)]/ da (15)

a~0 g(a) -9 dlarctan(aL)]/da

Com o auxilio de tabelas de derivadas e utilizando uma notacdo geral, pode-se

calcular as derivadas da Eq. (15) pela seguinte expressao:

y =arctan(u) = y = . (16)
1+u
Aplicando a Eq. (16) nas derivadas da Eq. (15) obtém-se:
-1/2
arctan(+/ax) = 1 a’x (17)

2 (1+ax?)
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1 a"’L
arctan(\/EL) :Em (18)

Substituindo as Egs. (17-18) na Eq. (15) obtém-se:

12

1 a’“x

" 2 2
. dlarctan('ax)]/da _ po2d :flzx ) =gy M(LF aLz) _x (19
“*(’d[arctan(\/ZL)]/da a-01 a "L a0 L(1+ax”) L

2 (1+al®)

Finalmente, substituindo a Eq. (19) na Eq. (12) obtém-se:
X
T(x) =1~ (=T, (20)

O mesmo raciocinio pode ser aplicado para a taxa de calor. Utilizando a Eq. (14)

na Eq. (13) obtém-se:

L
~a ,
lim f(a) =lim d[\/;]/da = lim—2 Y 1m1 tal' _1 (21)
‘“Og(a) “*Od[arctan(\/;L)]/a’a av01 a"L a0 L L
2 (1+al?)
Finalmente, substituindo a Eq. (21) na Eq. (13) obtém-se:
k,A(T, - T,
= 22)

Outro exemplo € o caso de uma casca cilindrica com raios interno e externo
iguais a 1, e r,, respectivamente, conforme a Fig. (2), feita de um material cuja

condutividade térmica é dependente da posi¢do de acordo com a seguinte expressao:

k= a(l + br) (23)
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onde a e b sdo constantes. De acordo com a Fig. (2), ndo ha geracdo interna de energia
e ambas as superficies interna e externa sdo mantidas a temperaturas conhecidas.
Considera-se também que a casca cilindrica estd em regime permanente, estd
estaciondria e que a condugdo térmica € unidimensional em r. Assim, a equacdo de

condugdo e as condi¢des de contorno para esse problema sao escritas como:

1

Figura 2 — Casca cilindrica com condutividade térmica dependente da posicao.

i{krd—T} _ i{a(l + br)rd—T} ~0 (24)
dr dr dr dr

T(r=r)=1, (25)
T(r=1)=T, (26)

A Eq. (24) pode ser integrada duas vezes em r para a obtencao da distribuicao de

temperaturas. A primeira integracdo em r fornece que:

a__ G o
dr a(l+br)r

Ja a segunda integragdo em r fornece que:
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_C dr
7(r) = ;j — G (28)

A solugdo da integral da Eq. (28) pode ser obtida com o auxilio de tabelas de

integrais, que, utilizando uma notagdo geral, tem a seguinte forma:

j N 2=1nx—1n(ux+1) (29)
X +ux

onde u € uma constante. A constante de integracdo na Eq. (29) foi suprimida pelo fato
de ja ter sido incluida na Eq. (28). Comparando a integral da Eq. (28) com a Eq. (29)

obtém-se:

dr
=Inr-In{br+1
jr+br2 nr n( r ) (30)
Substituindo a Eq. (30) na Eq. (28) e rearranjando obtém-se:
—_ Cl
T(r)==[Inr—Inpr+1)]+C, G1)
a
Aplicando a condicd@o de contorno indicada pela Eq. (25) obtém-se:
_ =G _
T(r=r)==Inr; ~In(br; + D1+ C, =T, (32)
a
Aplicando a condi¢d@o de contorno indicada pela Eq. (26) obtém-se:

T(r = rz) =%[lnr2 —In(br, +)]+C, =T, (33)

Resolvendo o sistema de duas equacdes e duas incOgnitas representado pelas

Eqgs. (32-33) obtém-se expressodes para C, e C,, escritas como:
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a(r, - 1)

= 4
" Inr,—Ins —In(br, +1)+In(pbr; +1) G
c :Tllnrz—Tlln(brz+1)—Tzlnrl +T21n(br1 +1) (35)
? Inr, —Inr, = In(br, +1)+In(br, +1)
Substituindo as Egs. (34-35) na Eq. (31) e rearranjando obtém-se:
7(r) = (T, -T)inr=In@r+1)]  Ting =T In(br +1)-TInr; + T In(br; +1)
Inr, —Inr, - ln(br2 + 1) + ln(br1 + 1) Inr, —Inr, - ln(br2 + 1) + ln(br1 + 1)
(36)

A taxa de calor é entdo calculada pela lei de Fourier em conjunto com as Egs.

(23) e (27):

g =k T = _qqvpnomy—S =oac = 27La(T; - T,)
dr a(l+br)r Inr, —Inr, —In(br, +1)+In(br, +1)

(37

O modelo anterior foi implementado no MAPLE juntamente com um exemplo
numérico. A rotina de célculos pode ser vista no arquivo MAPLE2.mw. Deve ser
notado que para b =0, tem-se que kK =a e as Egs. (36-37) se reduzem as expressdes
padrdes para a distribui¢do de temperaturas e a taxa de calor para uma casca cilindrica
com condutividade térmica constante e as mesma hipdteses mostradas na Fig. (2), ou

seja:

T(r): TInr,-T,Inr, +(T, - T))Inr

In(r, /1) (38)

_27La(T, - T,)

39
1 In(r,/r) 39)
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2.2-CONDUTIVIDADE TERMICA DEPENDENTE DA TEMPERATURA

Considera-se uma parede plana de espessura L conforme Fig. (3), feita de um

material cuja condutividade térmica é dependente da temperatura de acordo com a

seguinte expressao:

k = k,(1+ BT)

T1\

x:

(40)

k=ko(1+BT)

/T2

0 x=1L

Figura 3 — Parede plana com condutividade térmica dependente da temperatura.

onde [ é uma constante e k, é a condutividade térmica avaliada em uma temperatura

de referéncia. De acordo com a Fig. (3), nao ha geragdo interna de energia e ambas as

faces sao mantidas a temperaturas conhecidas. Considera-se também que a parede esta

em regime permanente, esta estaciondria e que a conducao térmica € unidimensional em

x. Assim, a equacdo de condugdo e as condi¢des de contorno para esse problema sao

escritas como:

d|, dT

_d ar]_

(41)

(42)

(43)
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A Eq. (41) pode ser integrada duas vezes em x para a obtencdo da distribui¢do de

temperaturas. A primeira integracao em x fornece que:

ar _ ¢

e S < - (44)
dx  ky(1+ A7)

A Eq. (44) é de variaveis separaveis e a segunda integracdo em x fornece que:
KT+ % - Cx+C, 45)
Aplicando a condi¢d@o de contorno indicada pela Eq. (42) obtém-se:
k,T, + M =C (46)

Aplicando a condi¢@o de contorno indicada pela Eq. (43) e utilizando o resultado

indicado pela Eq. (46) obtém-se

2 2
kT, + _ko/;Tz =CL+kT + ko/;Tl (47)

donde obtém-se uma expressdo para a constante C, :

- 2k, T, + ko:BT22 —2k,T} — kOIB]f

C 48
: 2L 4%
Substituindo as Egs. (46) e (48) na Eq. (45) obtém-se:
2 2
b+ % - %(ZkOTZ + kBT, = 2k,T, = ko BT7) + kT, + % @9

Multiplicando a Eq. (49) por (2/k,) e rearranjando obtém-se:
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,67'2 +2T—[%(2T2 +'67T22_2T1_'67EZ)+2]1 +,6712:|:() (50)

A Eq. (50) é uma equacao do segundo grau que pode ser resolvida utilizando a

féormula de Bhaskara, ou seja:

-21\/4+4ﬂ{x(27;+ﬁff -1, - 1) + 2T, +/frf}
L
T(x)= Y (51)
Das duas solucdes da Eq. (51) deve-se escolher aquela que fornece um valor

positivo para T(x). Rearranjando a Eq. (51) obtém-se entdo:

L
B

_212\/1_/3<2T1+ﬂfl —2n—ﬂ5>x+2ﬁ[n+/§nj

ﬂﬂ=% (52)

A taxa de calor € obtida pela aplica¢do da lei de Fourier em conjunto com as

Egs. (44) e (48), ou seja:

q, = ‘kA% = —k,(1+ pT)A—S

-Ac, =2k

m: L (BI7 +2T; - I, - 2T,) (53)

O modelo anterior foi implementado no MAPLE juntamente com um exemplo

numérico. A rotina de calculos pode ser vista no arquivo MAPLE3.mw. Outro exemplo
€ o caso de uma casca cilindrica com raios interno e externo iguais a 4 € 7,

respectivamente, conforme a Fig. (4), feita de um material cuja condutividade térmica é

dependente da temperatura de acordo com a seguinte expressao:

k=k,(1+ fT) (54)
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onde [ é uma constante e k, é a condutividade térmica avaliada em uma temperatura

de referéncia. De acordo com a Fig. (4), nao héa geragdo interna de energia e ambas as
superficies interna e externa sdo mantidas a temperaturas conhecidas. Considera-se
também que a casca cilindrica estd em regime permanente, esti estaciondria e que a
condugdo térmica é unidimensional em r. Assim, a equagdo de condugdo e as condi¢des

de contorno para esse problema sdo escritas como:

d[dr]-d ar]_

£Ju) 2l mr ]
T(r=5)=T, (56)
T(r=r)=T, (57)

1

Figura 4 — Casca cilindrica com condutividade térmica dependente da temperatura.

A Eq. (55) pode ser integrada duas vezes em r para a obtencao da distribuicao de

temperaturas. A primeira integracdo em r fornece que:

ar_ ¢ (58)

dr k0(1+,8T)r

A Eq. (58) € de variaveis separaveis e a segunda integracdao em r fornece que:



123

2
kT +%=qmr+c2 (59)

Substituindo a Eq. (56) na Eq. (59) obtém-se:

2
kT, + ko/;TI =CInr, +C, (60)

Substituindo a Eq. (57) na Eq. (59) obtém-se:

2
k,T, + kO";Tz =C/Inr, +C, (61)

Resolvendo o sistema de duas equacdes e duas incdgnitas representado pelas

Egs. (60-61) obtém-se expressdes para C, e C,, escritas como:

k(1 -1)+(kB/2( -17)

C = 62
1 In(r,/1;) ©
2 _ 2 _ g2
¢ =it + RBE [ K(=T)+ GBI -T)]) .
ln(rz/’])
Substituindo as Egs. (62-63) na Eq. (59) e rearranjando obtém-se:
Y I o R - ) st | O
T2 In(r,/1;)
2 _ 2 _ 2
+ T, + R _{"o(Tz 1)+ e8/2)(F -1 )}m 7, (64)
In(r, /1;)

Multiplicando a Eq. (64) por (2/k,) e rearranjando obtém-se:
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I’ +2T—{2[(T2 _Tl)";((ﬁ//z))(T; _le)}ln(l’/l’z)"'ZTz +,3Tf} =0 (65)

A Eqg. (65) é uma equacao do segundo grau que pode ser resolvida utilizando a

féormula de Bhaskara, ou seja:

-2 i\/4 +45H(T2 ~1)+(B/2)(T; _le)}ln(r/rz)+ o1, +ﬂTf}
T(r): ln(rZ/’/i)

2B

(66)

Das duas solucdes da Eq. (66) deve-se escolher aquela que fornece um valor

positivo para T(r). Rearranjando a Eq. (66) obtém-se entio:

-2 2\/1 + 2,8{(]12 _ﬂ);rl(('f//zr))(Tzz ‘le)}ln(r/rzﬁ 2ﬂ(T2 + '3522)

1
2 B

7(r)= ©67)

A taxa de calor € obtida pela aplica¢do da lei de Fourier em conjunto com as

Egs. (54) e (58), ou seja:

_ g4 4T _ G
q, = kA, — k0(1+,3T)(2mL)kO(l+IBT)

r

=-271.C, = 2,1[/‘0(7} ~T,)+(k,3/2) (Tf _le)}
in(r, /1)

(68)
O modelo anterior foi implementado no MAPLE juntamente com um exemplo

numérico. A rotina de céalculos pode ser vista no arquivo MAPLE4.mw.
3-GERACAO DE ENERGIA NAO UNIFORME

Conforme citado na introducdo, a geracdo de energia volumétrica em um meio
com conducdo pode depender da posi¢do, da temperatura ou de ambos. Primeiro, sera
considerado o caso de geracdo de energia dependente da posicdo. Em seguida, serad

considerado o caso de geracdo de energia dependente da temperatura.
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3.1-GERACAO DE ENERGIA DEPENDENTE DA POSICAO

Considera-se uma parede plana de espessura L conforme a Fig. (5), feita de um

7z

material cuja condutividade térmica € constante, mas possuindo taxa de geracdo de

energia dependente da posicao de acordo com a seguinte expressao:

dﬂ=%@—%} (69)

T1\

x=0 x=L

Figura 5 — Parede plana com taxa de geracdo de energia térmica dependente da posi¢ao.

onde ¢, € a taxa de geragdo de energia avaliada em x =0. De acordo com a Fig. (5), a

condutividade térmica € constante, a face a esquerda € mantida a temperatura conhecida
e a face direita estd isolada termicamente. Considera-se também que a parede estd em
regime permanente, esta estaciondria e que a conducdo térmica é unidimensional em x.
Assim, a equagdo de conducdo e as condi¢des de contorno para esse problema sdo

escritas como:

d_? + @ =0 (70)
dx k

T(x=0)=T (71)
E =0 (72)
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A Eq. (70) pode ser integrada duas vezes em x para a obtencdo da distribui¢do de

temperaturas. A primeira integracao em x fornece que:

. .2
CLIS L e (73)

dc  k  2kL

Ja a segunda integracdo em x fornece que:

. 2 .3
_ QX gpX
T(x)= -4 + +Cx+C 74
() w6k T 74

Aplicando a condi¢d@o de contorno indicada pela Eq. (71) obtém-se:

. N2 . N3
T(xZO):—%+%+C10+C2:7]:>C2:7] (75)

Aplicando a condi¢@o de contorno indicada pela Eq. (72) e utilizando o resultado

indicado pela Eq. (75) obtém-se:

. ) .
g :—qLL.F_qOL +CI:O:C1:QLL (76)
dx| ., k  2kL 2k
Substituindo as Egs. (75-76) na Eq. (74) e rearranjando obtém-se:
. 3 2 2
T(x)=Do| X XL, 2L, 77)
kL\ 6 2 2

A taxa de calor € entdo calculada pela lei de Fourier em conjunto com as Egs.

(73) e (76), ou seja:

. .2 . .2 . 2
qxzﬁﬂgzz—bx—ﬁﬁ+qﬂ +C, |=—kA| - Dt 4 DX + DL :Aqox——x——£
dx k 2kL k 2kL 2k 2L 2

(78)
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O modelo anterior foi implementado no MAPLE juntamente com um exemplo
numérico. A rotina de calculos pode ser vista no arquivo MAPLE.mw. Outro exemplo é
o caso de uma parede plana de espessura L conforme a Fig. (6), feita de um material

cuja condutividade térmica é constante, mas possuindo taxa de geracdo de energia

dependente da posic¢do de acordo com a seguinte expressao:

4(x) = goall - b)e™ (79)

T,

T,
T )= dealt b

X
-

x=0 x=L

Figura 6 — Parede plana com taxa de geracdo de energia térmica dependente da posi¢ao.

onde ¢, ¢é a taxa de geracdo de energia avaliada em x=0 e a e b sdo constantes. De

acordo com a Fig. (6), a condutividade térmica € constante e ambas as faces esquerda e
direita sdo mantidas a temperaturas conhecidas. Considera-se também que a parede esta
em regime permanente, esta estaciondria e que a conducao térmica é unidimensional em
x. Assim, a equacdo de conducdo e as condi¢des de contorno para esse problema sdo

escritas como:

d*T ¢
e o
T(x=0)=T1, (81)

T(x=L)=T, (82)
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A Eq. (80) pode ser integrada duas vezes em x para a obtencdo da distribui¢do de

temperaturas. A primeira integracao em x fornece que:

dr _ g fi-p)"

+C 83
It r I (83)

Ja a segunda integracdo em x fornece que:

T(X)Z_M-FClx-I-CE (84)
a

Aplicando a condicd@o de contorno indicada pela Eq. (81) obtém-se:

_ akT, +,(1-b)

C
: ak

(85)

Aplicando a condi¢@o de contorno indicada pela Eq. (82) e utilizando o resultado

indicado pela Eq. (85) obtém-se:

ak(T, = T,) + g (1= b)e™" - 1)

C = 86
I kL (86)
Substituindo as Eqgs. (85-86) na Eq. (84) e rearranjando obtém-se:
_ +/ _ —al __ _ _ —ax __
P e 0 () el | O e A pe -1) -
akL ak

A taxa de calor € entdo calculada pela lei de Fourier em conjunto com as Egs.

(83) e (86), ou seja:

q,= —kAcf—; = _M{M+ C1:| — _A|:q'0(1_b)e—ax + ak(’rz _’II)'*' q'ol(ll—b)(e—aL _1):|
a

(88)
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O modelo anterior foi implementado no MAPLE juntamente com um exemplo
numérico. A rotina de calculos pode ser vista no arquivo MAPLE6.mw. Outro exemplo
€ o caso de um cilindro longo macico de raio R conforme a Fig. (7), feito de um material

cuja condutividade térmica € constante, mas possuindo taxa de geragdo de energia

dependente da posic¢do de acordo com a seguinte expressao:

g(r) =g, (89)

Figura 7 — Cilindro maci¢o com taxa de geracdo de energia térmica dependente da

posicao.

onde ¢, € a taxa de geracdo de energia avaliada em uma temperatura de referéncia. De

acordo com a Fig. (7), a condutividade térmica é constante e o cilindro macigo esta
sendo resfriado por um fluido com temperatura e coeficiente de transferéncia de calor
conhecidos. Considera-se também que o cilindro maci¢o estd em regime permanente,
estaciondrio e que a conducdo térmica € unidimensional em r. Assim, a equacdo de

conducdo e as condi¢des de contorno para esse problema sao escritas como:

li(rﬁj Lal) g (90)
rdr\ dr k

a| 0 91)
dri,
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L =H[T(r=R)-T,] (92)

00
dl" r=R

A Eq. (90) pode ser integrada duas vezes em r para a obtengao da distribui¢ao de

temperaturas. A primeira integracao em r fornece que:

-2

ﬂ =" Q (93)
dr 3k r

Ja a segunda integracdo em r fornece que:

_ _ 4o ’
T(r)=-2"—+CInr+C, (94)
Ok

Aplicando a condi¢d@o de contorno indicada pela Eq. (91) obtém-se:
dr q,0° . C
— =—=——+—=0=C =0 95
drl., 3k 0 : )

Aplicando a condi¢do de contorno indicada pela Eq. (92) e utilizando o resultado

indicado pela Eq. (95) obtém-se:

. 2 + . 3 +
C, = 3q,kR™ + g,hR™ +9khT, 96)
Okh
Substituindo as Egs. (95-96) na Eq. (94) e rearranjando obtém-se:
.3 . 2 . 3
T(r) _ Q" 3g,kR” + g,hR” +9khT, ©7)

Ok Okh

A temperatura na linha de centro do cilindro macico pode ser calculada

substituindo ¥ =0 na Eq. (97), ou seja:



131

3G,kR* + §,hR® +9khT,
7(r=0)=2% qgokh 2 (98)

Ja a temperatura na superficie do cilindro maci¢o pode ser calculada substituindo

r =R na Eq. (97), ou seja:

__GQoR® | 3GkR’ + §,hR® +9KkAT,

99
9k Okh ©9)

A taxa de calor € entdo calculada pela lei de Fourier em conjunto com as Egs.

(93) e (95), ou seja:

.2 -3
— sz_ k(2mL>[—q§—Z+QJ:M (100)

_r - r 3

A taxa de calor na superficie do cilindro macico pode ser calculada substituindo

r =0 na Eq. (100), ou seja:

. 3
(r=R)= 2L (101)

Ja a taxa de convecc¢do a partir da superficie do cilindro maci¢o para o fluido
pode ser calculada utilizando a lei do resfriamento de Newton e o resultado da Eq. (99),

ou seja:

N s a2 3
Geonv = hAsup[T(r = R) - Tm] = h(ZmL)|:_ qgllj + 3q0kR + qOhR +9khT, _

T, 102
Okh - (102)

Rearranjando a Eq. (102) obtém-se:

_ 271.4,R’

103
q{,‘()l‘lV 3 ( )
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Deve ser notado que, conforme esperado, as taxas de conducdo em r =R e a
taxa de convecc¢do da superficie do cilindro macico para o fluido sdo iguais, conforme
as Egs. (101) e (103). O modelo anterior foi implementado no MAPLE juntamente com

um exemplo numérico. A rotina de calculos pode ser vista no arquivo MAPLE7.mw.
3.2-GERACAO DE ENERGIA DEPENDENTE DA TEMPERATURA

Considera-se uma parede plana de espessura 2L conforme a Fig. (8), feita de
um material cuja condutividade térmica € constante, mas possuindo taxa de geracao de

energia dependente da temperatura de acordo com a seguinte expressao:

g=di+o{r-T) (104

,///E

g =alt+b(r-1,)]

l

/

x=-L x=+L

Figura 8 — Parede plana com geragao de energia térmica dependente da temperatura.

onde a e b sdo constantes. De acordo com a Fig. (8), ambas as faces sdo mantidas a
mesma temperatura conhecida 7,, o que indica simetria com relacio a x=0.
Considera-se também que a parede estd em regime permanente, esta estacionaria e que a
conducdo térmica é unidimensional em x. Assim, a equagdo de condugdo e as condicdes

de contorno para esse problema sdo escritas como:

d’T |, §(T) _
dxﬁ . =0 (105)
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2 =0 (106)

T(x=L)=T (107)

As Egs. (105-107) podem ser reescritas de maneira mais simplificada através da

introdugio da varidvel O(x)=T(x)-T, de tal forma que dT/dx=d6/dx e
d*T/dx* = d*6/ dx*. Substituindo esses resultados juntamente com a Eq. (104) nas Egs.

(105-107) e rearranjando obtém-se:

2

d§+a_b9: ﬂ (108)
dx k k

do

22 =0 109
dx| ., (109)
O(x=L1)=0 (110)

A Eq. (108) é uma equacdo diferencial ordiniria de 2* ordem, linear, com
coeficientes constantes e nao-homogénea, cuja solucdo é composta pela solugdo

homogénea e pela solugdo particular, conforme mostrado no Apéndice, ou seja:
6(x)=6,(x)+6,(x) (111)

A solucdo homogénea é fungdo das raizes da equacao caracteristica, ou seja:

m+ P 0o =i |2 (112)
k k

As raizes da equacgiao caracteristica sdo conjugados complexos na forma s + it de
tal forma que s=0 e t=w/ab/k. Assim, de acordo com o Apéndice, a solucdo

homogénea € escrita na seguinte forma:
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8, (x) =C, cos(\/%x] +C, sin(\/%x] (113)

Ja a solucdo particular da Eq. (108) € dependente do tipo de fun¢do mostrada no
lado direito dessa equacdo diferencial, que nesse caso € uma constante. Conforme o
Apéndice, pelo método dos coeficientes indeterminados, caso o lado direito da equagdo
diferencial seja uma constante, espera-se que a solug¢do particular dessa equacdo

diferencial também seja uma constante, ou seja:
6,(x)=C, (114)

Como a Eq. (114) € solucao, ela deve satisfazer a Eq. (108), ou seja:

2
dg;’ +a_b9P:—ﬁ:>a_bC%:—£:>C%:—l (115)
dx k kK k k ) b

Agrupando as Egs. (113-114) tem-se entdo a solugdo geral da Eq. (108), ou seja:

a(x)=C, cos(\/a??xJ +C, sin(\/%xj —% (116)

A derivada da Eq. (116) com relagdo a x tem a seguinte forma:

d—H:—Cl a—bsin 1/a—bx +C21/a—bcos 1”—%( (117)
dx k k k k

Aplicando a condic¢do de contorno dada pela Eq. (109) obtém-se:

=-C a—bsin 1/a—bO +C21/a—bcos 1/a—bO =0=0C,=0 (118)
=0 k k k k

do

dx




135

Aplicando a condi¢@o de contorno dada pela Eq. (110) e utilizando o resultado

da Eq. (118) obtém-se:
O(x=L)=C, cos 1/"—Z’L PN ST S (119)
k b ( ab J
bcos

Substituindo as Eqgs. (118-119) na Eq. (116) e retornando a varidvel original

T(x) obtém-se:
(120)

A taxa de calor pode ser calculada utilizando a lei de Fourier em conjunto com

as Egs. (117-119), ou seja:

. ( ab J
Sin ?x
q — 9T _ d_Hz_kA_C ab ol 198 ||z 4 2k VK (121)
x 1 k k

dx dx

O modelo anterior foi implementado no MAPLE juntamente com um exemplo
numérico. A rotina de calculos pode ser vista no arquivo MAPLE8.mw. Outro caso é
um cilindro longo maci¢o de raio R e comprimento L conforme a Fig. (9), feito de um
material cuja condutividade térmica € constante, mas possuindo taxa de geracdo de

energia dependente da temperatura de acordo com a seguinte expressao:

g=dll+b(T-T,)] (122)
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Figura 9 — Cilindro macico longo com geracao de energia térmica dependente da
temperatura.
onde a e b sdo constantes. De acordo com a Fig. (9), a superficie externa do cilindro é
mantida a temperatura conhecida 7,. Considera-se também que o cilindro estd em
regime permanente, esta estaciondrio € que a conducio térmica € unidimensional em r.

Assim, a equacdo de conducdo e as condi¢des de contorno para esse problema sio

escritas como:

1d(,dr) 4(1)_, (123)
rdr\ dr k

ar =0 (124)
dr r=0

As Eqgs. (123-125) podem ser reescritas de maneira mais simplificada através da

introdugio da varidvel O(r)=T(r)-T de tal forma que dT/dr=d6/dr e
d 2T/ dr’ =d 20/ dr®. Substituindo esses resultados juntamente com a Eq. (122) nas Eqs.

(123-125), fazendo a derivada do produto na Eq. (123) e rearranjando obtém-se:

Sy T2 (126)
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do
dri,., (127
6(r=R)=0 (128)

A Eq. (126) é uma equacdo diferencial ordinaria de 2* ordem, linear, com
coeficientes ndo-constantes e ndo-homogénea, cuja solucdo é composta pela solucao

homogénea e pela solucdo particular, conforme mostrado no Apéndice, ou seja:

o(r)=6,(r)+6,(r) (129)

A solu¢do homogénea é obtida a partir da equagdo geral de Bessel, Eq. (A15)
conforme procedimento mostrado Apéndice, ou seja, deve-se inicialmente multiplicar a
Eq. (126) na forma homogénea por r> e comparar a expressio resultante com a Eq. (15)

do Apéndice, convenientemente alterada para as varidveis dependente r e &, ou seja:

2
r2d§+rd—9+r2a—b9:0 (130)
dr dr k

,d*8

dr?

+[(1-24)r - 219;»2]‘;—67 +[C2 D¢ + B - B(1-24)r + AP - C2Jp=0  (131)
r

Comparando os coeficientes das Eqgs. (130-131) obtém-se:
(1-24)r-2Br*=r (132)

C*D*r*¢ + B - B(1-2A)r + A* - C*n® = rza—kb (133)

Das Eqgs. (132-133) obtém-se:
1-2A=1=A=0

-2B=0=B=0
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C=1
crrp=%_p=|%
B ok k

o que se encaixa no CASO 1 do item 3.2 do Apéndice. Dessa forma, a solugdo

homogénea tem a seguinte forma:

6,(r)= Cllo(\/%rJ + CZY{ %’%J (134)

Ja a solucdo particular da Eq. (126) é fortemente dependente do tipo de fun¢ao
mostrada no lado direito dessa equacdo diferencial, que nesse caso € uma constante.
Conforme o Apéndice, pelo método dos coeficientes indeterminados, caso o lado direito
da equacdo diferencial seja uma constante, espera-se que a solugcdo particular dessa

equacao diferencial também seja uma constante, ou seja:
6.(r)=C, (135)
Como a Eq. (135) € solucao, ela deve satisfazer a Eq. (126), ou seja:

2
d HP +ld_6P+a_b0P:_ﬁ:>a_bC% :—E:Cg =-

136
dr* r dr k k (136)

Agrupando as Eqgs. (134-135) tem-se entdo a solucdo geral da Eq. (126), ou seja:

o(r)= CIJOL\/%T?rj + CZY{ %brj —% (137)
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A derivada da Eq. (137) com relacdo a r pode ser obtida com o auxilio da Eq.

(A38) e com n =0, ou seja:

40 _ ¢ |9y ] |90 | ¢ |@by| |ab, (138)
dr k k k k

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (127) em conjunto com os

resultados da Tab. (A.1) obtém-se:

a8 =-C, a_bjl a—bo -C, a—bYl a—bO =0=>C, =0 (139)
dr| k k Wk
\—2?)—/ \—ﬂ_f——‘

Aplicando a condic@o de contorno dada pela Eq. (128) e utilizando o resultado

da Eq. (139) obtém-se:
o(r=R)=cJ| [2R|-Lz0=c= 1 _ (140)
k) b ab
bl,

Substituindo as Eqs. (139-140) na Eq. (137) e retornando a varidvel original

T(r) obtém-se:
(141)

A taxa de calor pode ser calculada utilizando a lei de Fourier em conjunto com

as Eqgs. (138-140), ou seja:
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(142)

O modelo anterior foi implementado no MAPLE juntamente com um exemplo
numérico. A rotina de célculos pode ser vista no arquivo MAPLE9.mw. Um terceiro
caso ¢ uma esfera macica de raio R conforme a Fig. (10), feita de um material cuja
condutividade térmica € constante, mas possuindo taxa de geracdo de energia

dependente da temperatura de acordo com a seguinte expressao:

g=di+b(r 1) 143

Figura 10 — Esfera macica com geragdo de energia térmica dependente da temperatura.

onde a e b sdo constantes. De acordo com a Fig. (10), a superficie externa da esfera é

mantida a temperatura conhecida 7,. Considera-se também que a esfera estd em regime

permanente, estd estacionaria e que a conducio térmica € unidimensional em r. Assim, a

equacdo de conducdo e as condicdes de contorno para esse problema sdo escritas como:

izi(ﬁﬂ}@:o (144)
rodr dr k

ary _, (145)
dr r=0
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T(r=R)=T (146)

As Eqgs. (144-146) podem ser reescritas de maneira mais simplificada através da

introdugio da varidvel O(r)=T(r)-T, de tal forma que dT/dr=d6/dr e
d*T/dr* = d*6/dr*. Substituindo esses resultados juntamente com a Eq. (143) nas Egs.

(144-146), fazendo a derivada do produto na Eq. (144) e rearranjando obtém-se:

2

d 29+2d_5+a_b0:_2 (147)
dr rdr k k

do

— =0 148
= (148)
6(r=R)=0 (149)

A Eq. (147) é uma equacdo diferencial ordiniria de 2* ordem, linear, com
coeficientes nao-constantes e nao-homogénea, cuja solucdo é composta pela solugcao

homogénea e pela solucdo particular, conforme mostrado no Apéndice, ou seja:
o(r)=6,(r)+6,(r) (150)

A solucao homogénea € obtida a partir da equacdo geral de Bessel, Eq. (15) do
Apéndice, ou seja, deve-se inicialmente multiplicar a Eq. (147) na forma homogénea
por r* e comparar a expressdo resultante com a Eq. (15), convenientemente alterada

para as variaveis dependente r ¢ 6, ou seja:

2
r2—f+2rd—9+r2a—b9:0 (151)
dr dr k

,d*8

dr?

+[(1-24)r - 219;»2]‘;—67 +[C2 D% + B - B(1-24)r + AP - C2Jp=0  (152)
r

Comparando os coeficientes das Eqgs. (151-152) obtém-se:
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(1-24)r-2Br* =2r (153)

C2D*r* + Br* - B(1-2A)r + A* - C?n® = rz%b (154)

Das Eqgs. (153-154) obtém-se:

1-2A=2=A=-1/2

-2B=0=B=0
C=1

b ab
CD+B="=p= |
A k

A’=-Cn*=0=n=1/2
-~ -

= a

o que se encaixa no CASO 2 do item A.3.2. Dessa forma, a solu¢gdo homogénea tem a

seguinte forma:

6, (r) = r—l/z{cljl/z(\/%rJ + C2J—1/2[ %brﬂ (155)

Ja a solucdo particular da Eq. (147) é fortemente dependente do tipo de funcdo
mostrada no lado direito dessa equacdo diferencial, que nesse caso € uma constante.
Conforme o Apéndice, pelo método dos coeficientes indeterminados, caso o lado direito
da equacdo diferencial seja uma constante, espera-se que a solucdo particular dessa

equacdo diferencial também seja uma constante, ou seja:
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6,(r)=C, (156)

Como a Eq. (156) € solucao, ela deve satisfazer a Eq. (147), ou seja:

2
46, ,2d6,  abp - @ _abo__a_ -1 (157)
ar rdr k Kk k b

Agrupando as Eqgs. (155-156) tem-se entdo a solucdo geral da Eq. (147), ou seja:

- lab ab 1
0(1"): r VZ{CI‘]I/Z( 71’}+C2J_l/2( 77’}}_5 (158)
N ab ab . o
As fungdes J,, Tr e J, 7r podem ser reescritas utilizando as Eqgs.

(25-26) do Apéndice, ou seja:

(159)

(160)

(161)

Rearranjando a Eq. (161) obtém-se:
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(162)

(163)

A aplicacdo direta da condicdo de contorno dada pela Eq. (148) nao € possivel

devido ao surgimento de uma indeterminagdo do tipo 0/0. Para contornar esse

problema aplica-se a regra de L’Hospital duas vezes na Eq. (163), fornecendo:

ae _
dr

do
dr

=C —2 —a—bsin a—bO +a—bsin a—bO
=0 = ab k k 2k k
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0s a—bO +a—bcos1/a—b0 =0=C,=0(165)
k 2k k

Aplicando a condi¢@o de contorno dada pela Eq. (149) e utilizando o resultado

da Eq. (165) obtém-se:

(166)

Substituindo as Eqgs. (165-166) na Eq. (162) e retornando a varidvel original

T(r) obtém-se:

(167)

A taxa de calor pode ser calculada utilizando a lei de Fourier em conjunto com

as Egs. (164-166), ou seja:

) ( ab J
Sin ?l"
dT——k(4ﬂrz)d9 2/7aR——— £

q,
d d
d d sin[ CZ?R]

O modelo anterior foi implementado no MAPLE juntamente com um exemplo

(168)

numérico. A rotina de calculos pode ser vista no arquivo MAPLE10.mw.
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4-RESFRIAMENTO CONVECTIVO-RADIATIVO DE SOLIDOS

Considere conducdo unidimensional em regime permanente em uma parede de
espessura 2L, em um cilindro de raio 7, e em uma esfera de raio 7,. Existe geracdo de
energia uniforme ¢ conforme mostrado na Fig. (11). A condutividade térmica k é
assumida constante. A superficie externa é resfriada tanto por convec¢do por um meio a

T, quanto por radiacdo por uma vizinhanca a 7, de tal maneira que 7,, =7, . Para as

viz'*

trés geometrias, a temperatura da superficie € definida como sendo 7.

TS\ i / " T‘Y
-k
X
:—»
x=-L i x=+L
(a) (b)

Figura 11 — Configuracgdes para o estudo do resfriamento combinado convectivo-

radiativo (a) parede plana e (b) cilindro e esfera macicos.

A equacgdo diferencial e as condi¢des de contorno para a parede plana tem a

seguinte forma:

2 .

i§+%:o (169)
al (170)
dx |,

T(x=1L)=T, (171)
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A equacdo diferencial e as condicdes de contorno para o cilindro maci¢o tem a

seguinte forma:

2 .
dr rdr k
dr
dr|,., ( )
T(r=r)=T, (174)

A equacdo diferencial e as condi¢des de contorno para a esfera macica tem a

seguinte forma:

2 .

dr rdr k

dar

ol (176)
T(r=r)=T, (177

Um balango de energia para a parede plana em x = L fornece que:

- k‘;—T =Hr(x=L)-T,]+ £J[T(x =L) -1 ] (178)

viz
X x=L

J4 um balanco de energia para o cilindro e para a esfera macicos em r =,

fornece que:

—k? :h[T(r: I’O)—Tw]+£0'[T(r=r0)4 _TA“] a79)
r

viz

r=n,
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Definindo as seguintes varidveis adimensionais para o problema da parede

plana:

x T gl 0T L hL
X=—,0=—,0="—, N=—"=2- N,=— 180
L T\'/iz Q kT;iz 1 k ’ k ( )
Pode entdo reescrever as Eqgs. (169-171) na seguinte forma:
d’6
ax 20 (181
49 =0 (182)
dX X=0
o(x =1)=0, = TT (183)

Definindo as seguintes variaveis adimensionais para o problema do cilindro e

esfera macicos:

. 2 3

R=",0=L g=90 N =8t =D (184)

rf) ’I\v/iz k]:/iz k k

Pode entdo reescrever as Eqs. (172-177) na seguinte forma:

d’0 146

+—"24+0=0 185
dR® R dR ¢ (185
LU (186)
dR| =y
(R=1)=86, :TTS (187)
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4’0 2 deo

+29% . H=-p 188
dR*> R dR Q (188)
a8 _, (189)
dR R=0
o(R=1)=6 :YTS (190)

Ja os balancos de energia nas superficies da parede plana, cilindro e esfera
macicgos, Eqgs. (178-179) podem ser reescritos utilizando as varidveis adimensionais na

seguinte forma:

—Z—;:N2(9—1)+N1(64—1) (191)
~98_ v (6-1)+ N, -1) (192)

dR
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5-EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Radiagao ¢ utilizada para aquecer uma placa de espessura L e condutividade térmica

k. A radiagdo tem o efeito de gerac@o de energia volumétrica com taxa variavel dada por

" onde ¢, e b sdo constantes e x € a distAncia medida ao longo da placa. A

4(x)=g,e
superficie aquecida em x=0 é mantida a uma temperatura uniforme 7, enquanto a

superficie exposta esté isolada. Determine a temperatura da superficie isolada.

N
radiation
—_—

0

2) Um lado de uma placa é aquecido com um fluxo de calor uniforme ¢, enquanto o
outro lado troca calor por convec¢do e radiacdo. A emissividade da superficie é &, o
coeficiente de transferéncia de calor é h, a temperatura ambiente é T, , a temperatura da

vizinhanca é 7, , a espessura da placa é L e a condutividade térmica da placa é k.

Assumindo condug¢@o unidimensional em regime permanente e utilizando um modelo
simplificado de radiagdo, determine:
a) A distribui¢ao de temperaturas na placa.

b) A temperatura das duas superficies para #=27W/m>K, k =15W/m.K, L =0,08 m,

g, =19.500W/m?, T, =18°C, T, =22°C e £ =0,95.
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3) Uma casca cilindrica de raio interno r, e raio externo 7, é aquecida com um fluxo de

calor ¢, na sua superficie interna. A superficie externa troca calor com o ambiente e

com as vizinhangas por convecc¢ao e radiagdo. O coeficiente de transferéncia de calor é

h, a temperatura ambiente € T, a temperatura das vizinhancas € T, e a emissividade

viz
da superficie € €. Assuma condu¢do unidimensional em regime permanente e utilizando
um modelo simplificado de radiacdo, determine:

a) A distribui¢ao de temperaturas.

b) A temperatura em 7 e r, para g, =35.500W/m? T, =24°C, T, =14°C,

viz

k=38W/mK, r,=55cm, r,=12cm, £=092 e h=31,4 W/m>K.

4) Radiacdo € utilizada para aquecer uma casca esférica de raio interno 7, raio externo

r, e condutividade térmica k. Devido as caracteristicas de absorc¢ao térmica do material

o

da esfera a radiacdo resulta em uma geracdo de energia varidvel na forma

7z

q(r):qo (rz/ rf) onde ¢, € uma constante € r € a coordenada radial. A superficie
interna estd isolada e a superficie externa esti mantida a uma temperatura 7.

Determine a distribuicdo de temperaturas em regime permanente para conducio

unidimensional radial.

radiation
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5) No laminador a quente mostrado na figura o calor € transferido do arame quente para

o ambiente a 7, com coeficiente de transferéncia de calor ~. Em uma posi¢do L a
temperatura do arame deve ser 7, para fins de um tratamento quimico. A temperatura
do arame na entrada do laminador € T;.

a) Obter a equagdo diferencial do problema.
b) Calcular a velocidade angular dos rolos laminadores para o caso particular de

z

Pe =100, quando a condugdo axial de calor pode ser desprezada. Pe=VD/a é o
nimero de Peclet onde D=A/P (drea da secdo transversal/perimetro da secdo

transversal) é a dimens?do caracteristica do arame e V é sua velocidade linear.

& | R h,T,
\ P
Iy | T}
/' R lll k,P,A
G h,T,
-t L -

6) Desprezando os efeitos de curvatura, admita que o sistema de freio de um veiculo
possa ser simulado por uma placa plana (tambor) movendo-se sobre uma placa
composta (sapata) com velocidade constante V. A pressdo P de contato na interface é

constante e uniforme, o coeficiente de atrito seco é L, a temperatura ambiente é T, e
os coeficientes de transferéncia de calor por conveccdo sdo i, e h,. As condutividades
térmicas e as espessuras das placas sdo k,,k, e k; e L,,L, e L;.

a) Desenhar o circuito térmico para o sistema.
b) Calcular o calor transferido para o tambor e a sapata.

c¢) Calcular a temperatura mixima do sistema.
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CAPITULO 4

ALETAS

1-OBJETIVO DAS ALETAS

O termo superficie estendida é comumente utilizado para descrever um caso
especial importante envolvendo a transferéncia de calor por conducdo no interior de um
solido e a transferéncia de calor por convecgdo (e/ou radiacao) nas fronteiras do sélido.
Até agora, consideramos transferéncia de calor nas fronteiras de um s6lido na mesma
direcdo da transferéncia de calor por condu¢do em seu interior. De forma distinta, em
uma superficie estendida, a dire¢cdo da transferéncia de calor nas fronteiras ¢é
perpendicular a direc¢do principal da transferéncia de calor no interior do sélido.

Seja um suporte que une duas paredes a diferentes temperaturas, sobre o qual ha

um escoamento cruzado de um fluido, conforme Fig. (1). Com T, >7,, gradientes de

temperatura na direcdo x mantém a transferéncia de calor por conducdo no suporte.

Contudo, se 7, > T, > T, hd ao mesmo tempo transferéncia de calor por convecg¢do para

o fluido, causando a diminui¢do, com o aumento de x, do gradiente de temperaturas

|dT/dx].

— Feony :
Fluid s -
T . h A

B —

I—_
Iab 0
9y 1 I I
Tx)
T‘_ > TQ > T

Figura 1 — Condugdo e convec¢cdo combinadas em um elemento estrutural (Fonte:

Bergman et al. 2014).
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Embora existam muitas situagdes diferentes que envolvam tais efeitos
combinados de conducdo/convec¢io, a aplicacdo mais frequente é aquela na qual uma
superficie estendida é usada especificamente para aumentar a taxa de transferéncia de

calor entre um sélido e um fluido adjacente. Tal superficie estendida é chamada de

aleta. Considere a parede plana da Fig. (2a). Se 7, € fixa, ha duas formas nas quais a

taxa de transferéncia de calor pode ser aumentada. O coeficiente convectivo s poderia
ser aumentado através do aumento da velocidade do fluido e/ou a temperatura do fluido
T, poderia ser reduzida. No entanto, ha muitas situacdes nas quais o aumento de 4 até o
valor maximo possivel é insuficiente para obter a taxa de transferéncia de calor desejada
ou os custos associados sdao proibitivos. Tais custos estdo relacionados a exigéncia de
poténcia nos sopradores e nas bombas necesséria para elevar o 4 através do aumento da

movimentacdo do fluido. Além disso, a segunda op¢do de reducdo de 7, ¢é

frequentemente impraticavel.

(a) (B)

Figura 2 — Uso de aletas para melhorar a transferéncia de calor em uma parede plana.

(a) Superficie sem aletas. (b) Superficie aletada (Fonte: Bergman et al. 2014).

Contudo, examinando a Fig. (2b), verificamos que ha uma terceira op¢ao, ou
seja, a taxa de transferéncia de calor pode ser elevada pelo aumento da area superficial
através da qual ocorre a conveccdo. Isso pode ser efetuado pelo emprego de aletas que
se estendem da parede para o interior do fluido adjacente. A condutividade térmica do
material da aleta tem grande efeito na distribui¢do de temperaturas ao longo da aleta e,

consequentemente, influencia o nivel de melhora da taxa de transferéncia de calor.
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Idealmente, o material da aleta deveria ter uma condutividade térmica elevada
para minimizar variacdes de temperatura desde a sua base até a sua extremidade. No
limite de condutividade térmica infinita, toda a aleta estaria & mesma temperatura da
superficie de sua base, fornecendo assim o maximo possivel de melhora da transferéncia

de calor.

2-HISTORICO

Trés quartos de séculos atrds, um artigo de Harper e Brown (1922) foi enviado
para analise da NACA (National Advisory Committee for Aeronautics). Era um
trabalho matematicamente elegante e parece ser o primeiro esfor¢o significante para
fornecer uma base matematica para o problema combinado condugio-convecgao sobre
uma tunica superficie estendida. Harper e Brown chamaram essa superficie estendida de
aleta de resfriamento, o que mais tarde seria chamada simplesmente de aleta. E bastante
provavel que Harper e Brown tenham sido os pioneiros nesse assunto embora Jakob
(1949) mencione que publicagdes relacionadas a andlise matemética de superficies
estendidas podem ser encontradas desde 1789. Jakob também cita que Fourier (1822) e
Despretz (1822, 1828 a,b) publicaram anélises matematicas relacionadas a variacdo de
temperaturas ao longo de barras e eixos de metal. Embora esses trabalhos mais antigos
possam ter significancia na época em que foram publicados, o histérico sugere que a
trabalho de Harper e Brown pode ser considerado como o precursor do que se tornou
uma literatura crescente sobre um topico de grande importancia na area de transferéncia
de calor.

O trabalho de Harper e Brown enviado a NACA foi desenvolvido a partir de
uma solicitacdo da Divisdo de Engenharia do Exército dos Estados Unidos juntamente
com o Escritério de Padronizacoes dos Estados Unidos do estudo das caracteristicas de
dissipacdo de calor de motores de aeronaves refrigerados a ar. O trabalho considerou
aletas longitudinais de perfil retangular e perfil trapezoidal e aletas radiais de perfil
retangular. Foram também introduzidos os conceitos de eficiéncia da aleta, embora a
expressao empregada por Harper e Brown tenha sido chamada de efetividade da aleta. A
partir desse come¢o modesto, mas brilhante, a analise e avaliagdo do desempenho de

aletas individuais bem como de conjuntos de aletas tornou-se uma arte.
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Harper e Brown (1922) desenvolveram solucdes analiticas bidimensionais tanto
para aletas longitudinais retangulares e trapezoidais como para aletas radiais com
espessura uniforme. Essas solugdes forneceram expressdes para a eficiéncia da aleta
(chamada de efetividade) e fatores de correcdo para ajustar a efici€éncia de aletas
longitudinais de perfil retangular. Os autores concluiram que a utilizacio de modelos
unidimensionais eram suficientes e propuseram que a perda de calor pela extremidade
da aleta fosse levada em consideracdo através de um comprimento corrigido, que
virtualmente aumentaria o comprimento da aleta de um valor igual a metade da
espessura da aleta.

Schmidt (1926) analisou os trés perfis considerados por Harper e Brown do
ponto de vista de economia de material. O autor afirmou que menos material é
requerido para uma dada condicdo se o gradiente de temperaturas na aleta (da base para
a extremidade) € linear, mostrando também que a espessura de cada tipo de aleta deve
ser variavel para produzir esse resultado. Os resultados obtidos, em geral, eram
impraticaveis para manufatura. Dessa forma, o autor finalizou seu trabalho sugerindo
expressoes para as dimensdes Otimas de aletas longitudinais e radiais com espessura
constante (perfil retangular) e para aletas longitudinais de perfil trapezoidal. O autor
também considerou uma aleta longitudinal de perfil triangular como um caso particular
de uma aleta longitudinal de perfil trapezoidal com espessura de extremidade nula.

Aletas piniformes de diferentes perfis foram analisadas por Bueche e Schau
(1936). Os autores analisaram a dissipagao de calor em aletas conicas em fun¢do do
nimero de Biot baseando-se no raio da base a na relagdo de aspecto comprimento da
aleta/raio da base. Foi também mostrada uma otimizag¢ao relacionada ao peso das aletas.

Murray (1938) analisou o problema de uma aleta radial de espessura uniforme
(uma aleta radial de perfil retangular) apresentando equacdes para o gradiente de
temperaturas e efetividade sob condicdes de distribuicdo de temperaturas simétrica em
torno da base da aleta. O autor também propds que a andlise de superficies estendidas
pode ser baseada em um conjunto de considera¢des que ficaram conhecidas desde 1945
como hipéteses de Murray-Gardner. Historicamente essas consideragdes foram de
grande importincia no desenvolvimento e andlise das superficies estendidas pois
forneceram um caminho de anélise a ser seguido, sugerindo uma série de simplificacoes

e alternativas de modelagem matematica.
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Um procedimento para o calculo do gradiente de temperaturas e eficiéncia de
aletas com espessura variavel foi apresentado por Hausen (1940). O gradiente de
temperaturas em aletas piniformes cilindricas e conicas foi determinado por Focke
(1942) que, assim como Shmidt (1926), mostrou que a espessura das aletas piniformes
deve ser variavel para um minimo de material. Avrami e Little (1942) desenvolveram
equagdes para o gradiente de temperaturas em aletas espessas € mostraram sob quais
condic¢des as aletas podem ser consideradas como isoladas em sua extremidade. Carrier
e Anderson (1944) analisaram aletas retangulares e aletas radiais com espessura
constante, apresentando expressoes para a eficiéncia na forma de séries infinitas.

Gardner (1945) deu um grande salto no desenvolvimento do conhecimento sobre
aletas, fornecendo expressdes gerais para a distribuicdo de temperaturas e eficiéncia
para qualquer forma de superficie estendida na qual as consideracdoes de Murray-
Gardner fossem aplicaveis e cuja espessura variasse na forma de poténcia com relagao a
distancia medida ao longo de um eixo normal a base da superficie primaria
(comprimento da aleta). O autor propos funcdes de perfil para geometrias longitudinais,
radiais e piniformes e a partir das fungdes de perfil e de uma equacdo diferencial
generalizada, Gardner forneceu diversas solucdes analiticas para a distribuicdo de
temperaturas e eficiéncia, além de grificos de eficiéncia. O autor também mencionou
que os conceitos de eficiéncia da aleta e efetividade da aleta ndo estavam sendo
utilizados de maneira consistente na literatura, redefinindo ambos o0s termos e
fornecendo uma relacdo matemaética para permitir a conversao entre esses conceitos.

Considera-se que o trabalho de Gardner é notavel por diversas razdes. Primeiro e
provavelmente mais importante € o fato de que o autor reenfatizou o conceito de
eficiéncia da aleta, gerando ansiedade em centenas de projetistas de equipamentos até
aquele momento. Além disso, parece que Gardner foi um dos primeiros a demonstrar a
utiliza¢do de matematica aplicada como base para conceitos que engenheiros pudessem
utilizar. Deve ser observado que em 1945, ano do trabalho de Gardner, a tecnologia das
superficies estendidas foi praticamente consolidada. O que se iniciou com Harper e
Brown e que se concluiu com o trabalho de Gardner estabeleceu equacdes de projeto
uteis e praticamente definitivas para a andlise de aletas. Atualmente, a principal
referéncia bibliografica sobre aletas é o livro chamado “Extended Surface Heat
Transfer”, dos autores Allan D. Kraus, Abdul Aziz e James Welty, da editora John
Wiley e Sons, langcado no ano de 2001.
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3-TIPOS DE ALETAS

Um nimero crescente de areas de engenharia estdo relacionadas com transi¢des
de energia necessitando de ripido deslocamento do calor. Existe uma demanda em
expansdo por componentes de transferéncia de calor de alto desempenho com
progressivamente menores pesos, volumes, custos € melhores formas de instalacio.
Transferéncia de calor em superficies estendidas é o estudo desses componentes de
transferéncia de calor de alto desempenho com relagdo ao peso, volume, custos e
instalacdo em uma variedade de ambientes térmicos. Componentes comuns Sao
encontrados em diversas aplicacdes tais como veiculos terrestres, aéreos e espaciais e
suas fontes de poténcia, em processos quimicos, de refrigeracdo e criogénicos, em
equipamentos elétricos e eletronicos, em fornos convencionais e turbinas a gas, em
dissipadores de calor e dutos para aproveitamento de rejeitos térmicos, em modulos de
combustiveis nucleares, dentro outros.

No projeto e constru¢do dos varios tipos de equipamentos de transferéncia de
calor, formas simples tais como cilindros, barras e placas sdo utilizadas para
implementar o fluxo de calor entre a fonte e o sumidouro. Essas formas fornecem
superficies de absor¢do ou de rejeicdo de calor e cada uma delas é conhecida como
superficie primédria. Quando uma superficie primaria € estendida por apéndices
intimamente conectados a ela, tais como fitas metalicas ou pinos em dutos conforme a
Fig. (3), a superficie adicional € conhecida como superficie estendida. Em algumas
areas de engenharia, superficies primarias e suas superficies estendidas sdo conhecidas
coletivamente como superficies estendidas para diferencia-las das superficies primarias
utilizadas isoladamente. Os elementos utilizados para estender as superficies primarias
sao conhecidos como aletas. Quando as aletas sdo cOnicas ou cilindricas, elas podem ser
chamadas de piniformes. Na Fig. (3) pode-se utilizar a seguinte nomenclatura:

- Fig. (3a): aleta longitudinal de perfil retangular;

- Fig. (3b): duto cilindrico equipado com aletas de perfil retangular;

- Fig. (3¢c): aleta longitudinal de perfil trapezoidal;

- Fig. (3d): aleta longitudinal de perfil parabolico;

- Fig. (3e): duto cilindrico equipado com aleta radial de perfil retangular;

- Fig. (3f): duto cilindrico equipado com aleta radial de perfil trapezoidal;

- Fig. (3g): aleta piniforme cilindrica;
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- Fig. (3h): aleta piniforme coOnica truncada;

- Fig. (31): aleta piniforme parabdlica truncada.
4 pg ;
(e) {d

)
(e) (£) (g) () ()

Figura 3 — Alguns exemplos comuns de superficies estendidas (Fonte: Kraus et al.,

2001).

Qualquer que seja a aplicacdo, a selecio de um determinado tipo de
configuracdo de aletas depende do espaco disponivel, peso do conjunto aletado,
viabilidade de manufatura e custos de fabricagdo. Deve ser verificada também a
extensdo na qual as aletas reduzem o coeficiente convectivo e o aumento da queda de
pressdo associado ao escoamento sobre a aleta ou ao conjunto de aletas. Nas Figs. (4) e

(5) podem ser vistas aplicacdes comuns de conjuntos de aletas:

et

(a) Resfriamento de processadores (b) Dissipadores de calor

Figura 4 — Aplicacdes de conjuntos de aletas.
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411
T

(a) Dutos aletados (b) Cabecote de automodveis

Figura 5 — Aplicagdes de conjuntos de aletas.
4-EFICIENCIA DE UMA ALETA

Uma medida do desempenho térmico de uma aleta é determinada pela eficiéncia
da aleta. O potencial maximo para convec¢ao € a diferenca de temperaturas entre a base

da aleta e o fluido, §, =7, —T, (excesso de temperaturas). Consequentemente, a taxa

7z

maxima na qual uma aleta poderia dissipar energia é a taxa que existiria se toda a
superficie da aleta estivesse na temperatura da base. Entretanto, como qualquer aleta é
caracterizada por uma resisténcia de conducdo finita, existe um gradiente de
temperaturas finito ao longo da aleta e a condicdo anterior é uma idealizacdo. Uma

definicdo l6gica para a defini¢do de eficiéncia da aleta /7 € entdo escrita como:

n= qp — q, — 4q, (1)
qméximo, aleta hAsuperﬁcie,aleta (];7 - Tco ) hAsuperﬁcie,aleta gb

onde g, ¢ a taxa real de transferéncia de calor da aletae A, ¢ a drea superficial

uperficigaleta

total da aleta.

5-HIPOTESES DE ANALISE
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Uma andlise matematica pode ser realizada para superficies estendidas
compreendendo varios tipos de superficies primérias e diversos tipos de aletas. Muitos
dos resultados para a taxa de calor, distribuicio de temperaturas, eficiéncias e
otimizacdes podem ser obtidos a partir da andlise das trés geometrias fundamentais
mostradas na Fig. (3): aletas longitudinais, aletas radiais e aletas piniformes. Aletas de
diferentes geometrias e condutividades térmicas respondem diferentemente a fontes de
calor e sumidouros idénticos. Similarmente, existem diversas maneiras nas quais as
temperaturas e os coeficientes de transferéncia de calor das fontes e sumidouro podem
variar. E de grande importancia na anélise de geometrias aletadas as condicdes de
contorno e consideracdoes de andlise que sdo empregadas para definir e limitar o
problema e usualmente simplificar a solucdo. A andlise das trés geometrias
fundamentais analisadas nesse capitulo emprega as consideragcdes propostas por Murray
(1938) e Gardner (1945). Essas consideragdes limitantes quase sempre sdo referidas
como consideragdes de Murray-Gardner, que sdo:

1. A taxa de calor na aleta e sua distribui¢do de temperaturas sao constantes no

tempo, ou seja, admite-se regime permanente de operacao;

2. O material da aleta ¢ homogéneo, sua condutividade térmica € a mesma em

todas as direcOes e é uma constante;

3. O coeficiente de transferéncia de calor nas faces da aleta é constante e

uniforme sobre toda a superficie da aleta;

4. A temperatura do meio circundante € uniforme;

5. A espessura da aleta é pequena quando comparada com seu comprimento e
profundidade de tal maneira que os gradientes de temperaturas através da
espessura da aleta e a transferéncia de calor a partir das bordas da aleta
podem ser desprezados;

A temperatura na base da aleta € uniforme;
Nao hé resisténcia de contato entre a base da aleta e a superficie primaria;

Nao existe geracdo de energia volumétrica no interior da aleta;

A S

O calor transferido através da extremidade da aleta € desprezivel quando
comparado com o calor transferido através de sua superficie lateral;
10. A transferéncia de calor da aleta ou para a aleta € proporcional ao excesso de

temperaturas entre a aleta e o meio circundante.
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6-ALETAS LONGITUDINAIS

6.1-EQUACAO DIFERENCIAL GENERALIZADA

Gardner (1945) prop6s uma equacdo diferencial generalizada para a andlise de
aletas longitudinais. Para isso considere uma aleta longitudinal de perfil arbitrario
conforme mostrado na Fig. (6a) e assuma que a aleta esta dissipando calor para o meio
circundante somente por convecgdo. Note que o eixo x esta relacionado ao comprimento
da aleta, tendo sua origem na extremidade da aleta com orientagdo positiva da
extremidade para a base da aleta. O perfil da aleta mostrado na Fig. (6b) esta confinado
por duas curvas que sdo quase sempre simétricas, y = f,(x) e y=-f,(x), de tal
maneira que a espessura da aleta é d(x) =2 f,(x). A secdo transversal da aleta conforme
Fig. (6¢) é A(x) = f,(x) =2Lf,(x), onde L € a profundidade da aleta. Os limites da aleta
sdo delimitados pelas curvas de perfil da aleta, + f,(x). A base da aleta € mostrada na

area hachurada da Fig. (6¢).

Prime surface

x4+ dx

. y=flx)

{b)
Figura 6 — Aleta longitudinal de perfil arbitrario: (a) sistema de coordenadas, (b) area de

perfil da aleta, e (c) 4rea da se¢do transversal da aleta (Fonte: Kraus et al., 2001).
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Caracteristicas na base da aleta, localizada em x=»b, sdo designadas pela
subscrito b. Por exemplo, 6,, ¢, e T, representam o excesso de temperaturas, taxa de

transferéncia de calor e temperatura da base da aleta, respectivamente. Caracteristicas

na extremidade da aleta, localizada em Xx=a, sdo designadas pelo subscrito a
(8,, q, e T,). Em geral, a extremidade da aleta estd localizada em X =a, mas para as

aletas longitudinais e aletas piniformes discutidas nesse capitulo, a extremidade e a
origem da coordenada de comprimento esta especificamente localizada em x =a =0.
Na andlise de superficies estendidas € comum trabalhar com a variavel excesso
de temperaturas €(x), uma fun¢io da coordenada de comprimento x definida como a
diferenca de temperaturas ou excesso entre um ponto na superficie da aleta e o

ambiente, ou seja:
O(x)=T(x)-T, ()

A equacdo diferencial para a distribuicdo de temperaturas na aleta longitudinal €
formulada através de um balango de energia em um volume de controle diferencial de
comprimento dx conforme mostrado na Fig. (6a). Esse elemento diferencial esta
limitado por plano paralelos a base da aleta em x e x+dx e pelas curvas de perfil,
y* f,(x). Se a temperatura da superficie da aleta é 7(x), de tal maneira que em dx a
temperatura é T e a condutividade térmica da aleta é k, a diferenca entre as taxas de

conducdo entrando na aleta em x + dx e saindo da aleta em x € escrita como:

dT dT
Donducio =qQon— 4. = |:kA(X)E:|X+dX - |:kA(X)E:|A (3)

A taxa de condugdo saindo da aleta em x pode ser calculada em termos da taxa

de condugdo entrando na aleta em x + dx utilizando série de Taylor, ou seja:

dx dr |, dx|

] =g | e .

Substituindo a Eq. (4) na Eq. (3) e rearranjando obtém-se:
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PRV I VRV o B VRV S I I |
Teoti '[kA(x) dedx [kA(’C) deﬁdx{kA(x) dexdx kdx[ﬁ(” dx}“ ©)

Com a consideragdo de regime permanente, a diferenca entre as taxas de
conducdo entrando e saindo do elemento dx, conforme resultado da Eq. (5), deve ser
equalizada por algum modo de dissipacao de calor a partir da superficie lateral exposta
da aleta. Se o calor € dissipado por convec¢do para o meio circundante e & € o

coeficiente de transferéncia de calor, da lei do resfriamento de Newton obtém-se:
dqconvecgﬁo = hd&uperfioiealeta (X)(T - Too) (6)

Uma expressdo para a area superficial de transferéncia de calor por convecgdo

pode ser escrita como:

A,y ricenten () = 2L+ 4 f,(x)dx = 2[L + 2 f, (x)|dx = 2 Ldx (7)

onde L+2f,(x)=L pela hipétese 5 de Murray-Gardner. Substituindo a Eq. (7) na Eq.

(6), igualando o resultado com a Eq. (5) e utilizando a defini¢do da Eq. (2) obtém-se:
d dé

k— — |dx =h(2Ldx)8 8
dx|:f1(x) dx} ( ) )

Fazendo a derivada do produto na Eq. (8) e rearranjando obtém-se

d’0  dfi(x)dd _2hL
dx’ dx dx k

fi(x) 6=0 9)

Com f,(x) =2Lf,(x) aEq. (9) pode ser reescrita como:

46, d0db_hg_ (10)

L N )
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A Eq. (10) é a equacdo diferencial generalizada para aletas longitudinais.

Conforme Gardner (1945), a funcdo de perfil f,(x) para aletas longitudinais

usualmente tem a seguinte forma:

(1-2n)/(1-n)
_o(x
f(0 =2 (bj (11)

onde O, ¢ a espesura da aleta na base e n € um nimero real que define o perfil da aleta

longitudinal. A Eq. (10) é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem com
coeficientes constantes ou varidveis, linear e homogénea. Para sua solugdo geral sao

necessarias duas condi¢des de contorno, ou seja:

ar =0:>d—9 =0 ou @(x=0)="finito (12)
dx x=0 dx x=0
T(x=b)=T,=60(x=b)=T,-T, =6, (13)

A taxa real de transferéncia de calor da aleta pode ser calculada a partir da
solucdo da Eq. (10) para um perfil especificado juntamente com as Egs. (12-13) e

posterior aplicagao da lei de Fourier na base da aleta, ou seja:

ar
dx

dé

- kAbase,aleta

~ - (14)

Qb = kAbase,alela

x=b

A eficiéncia da aleta pode entdo ser calculada pela Eq. (1) juntamente com o

resultado da Eq. (14).

6.2-ALETA LONGITUDINAL DE PERFIL RETANGULAR

Para a aleta longitudinal de perfil retangular mostrada na Fig. (7), a equa¢do do

perfil é obtida substituindo n =1/2 na Eq. (11), ou seja:
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() =%H(*2J =% (15)

de tal forma que df,(x)/dx = 0. Substituindo esses resultados na Eq. (10), multiplicando

por (2/9,) e rearranjando obtém-se:

d*6 2h
dx2 _50:0 (16)
b

) Face of fin
(2 lateral fin surface)

Height of fin

8 = thickness | Side
! dx %

b
Za
-

X=b x=0

Figura 7 — Aleta longitudinal de perfil retangular (Fonte: Kraus et al., 2001).

A Eq. (16) € uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem com
coeficientes constantes, linear e homogénea, cuja solucdo pode ser obtida a partir da
técnica da equacdo caracteristica. A Eq. (16) pode ser simplificada definindo o chamado

parametro de desempenho da aleta, escrito da seguinte forma:

12
-2
{3

~ s z : 2 2 —_
A equacdo caracteristica é escrita como ¢t —m” =0 de forma que  =%m. Para

duas raizes reais e distintas, a solucdo da Eq. (16) tem a seguinte forma:
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O(x)=Ce™ +Ce™ (18)

A derivada da Eq. (18) com relacdo a x tem a seguinte forma:

dé

—=mC,e™ —mC,e™ (19)
dx

Aplicando a condic¢do de contorno dada pela Eq. (12) obtém-se:
49 _ mCe" —mC,e™ =0=C, =C, (20)
dx|,=

Aplicando a condi¢ao de contorno dada pela Eq. (13) e utilizando o resultado da

Eq. (20) obtém-se:

Bx=b)=Ce™ +Ce™ =6, = C,=— % _ 1)
eﬂl + e mi
Substituindo os resultados das Egs. (20-21) na Eq. (18) obtém-se:
_ emx + e—mx
9(x) - gb W (22)

Sabendo que e™ +e ™ =2cosh(mx) e €™ +e " =2cosh(mb) pode-se

reescrever a Eq (22) na seguinte forma:

cosh(mx)

=6, cosh(mb)

(23)

A taxa real de transferéncia de calor da aleta pode ser calculada a partir da Eq.

(14), ou seja:
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mb _ _-mb
4O (BLmC (" — &™) = k(S,Lym8, &
dx| ., e

mb + e—mb

qb = kAbase,alela (24)

Sabendo que ™ +e™ =2cosh(mb) e €™ —e ™ =2sinh(mb) pode-se

reescrever a Eq. (24) na seguinte forma:
q, = k(S,L)m8, tanh(mb) (25)

A taxa maxima de transferéncia de calor é obtida pelo denominador da Eq. (1),

ou seja:

b b
qméximo,alaa = h&uperficiealetagh = hgh_[o dAsuperficiealeta(x) = hghL 2de = h(ZLb)Hh (26)

A eficiéncia da aleta é entdo calculada pela Eq. (1) com os resultados das Egs.

(25-26), ou seja:

4,  _k(6,L)ym8, tanh(mb) _ ko, mtanh(mb) _ tanh(mb)
h(2Lb)8, 2h b mb

2

n= @7

Qméximo,alcta

m

EXEMPLO 1: Uma aleta longitudinal de perfil retangular esta exposta a um meio com
temperatura de 50 °C e um coeficiente de transferéncia de calor de 50,2 W/(m>.K). A

temperatura da base da aleta é 90 °C e a aleta é feita de agco com k =33,5W/(m.K). A

aleta tem um comprimento de 101,6 mm e uma espessura 9,525 mm. Determine (a) a
eficiéncia da aleta, (b) a temperatura da extremidade da aleta e (c) a taxa de

transferéncia de calor da aleta se ela tem 250 mm de profundidade.

6, =T,-T, =90 -50=40°C
b =101,6/1000 =0,1016 m
J, =9,525/1000 =9,525x10™ m

L =250/1000 = 0,250 m
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o\ 2502 2
m= - D02 | 217738
% 335.9.525%10

n= tanh(mb) _ tanh(17,738.0,1016)
mb 17,738.0,1016

=0,526

) cosh(m0) — 40 cosh(17,738.0) —12.8°C
cosh(mb) cosh(17,738.0,1016)

T =6 +T, =128 +50=62,8°C
q, = k(J,L)m8, tanh(mb) = 33,5.(9,525x107.0,250).17,738.40 tanh(17,738.0,1016) =

536 W

ou,
Guiximoaea = P2LD)G, =50,2.(2.0,250.0,1016).40 =102,0 W

G, = N maximoatea = 0:526.102,0 =53,6 W

6.3-ALETA LONGITUDINAL DE PERFIL TRIANGULAR

Para a aleta longitudinal de perfil triangular mostrada na Fig. (8), a equacdo do

perfil € obtida substituindo n =0 na Eq. (11), ou seja:

(1-2.0)

0, 1- 0,
f2(x):?b(%j( 0) :ZLI: (28)

de tal forma que df,(x)/dx=03,/2b. Substituindo esses resultados na Eq. (10),

multiplicando por (2bx/ Jb) e rearranjando obtém-se:

2
xzd—§+xd—0—x%b0=0 (29)
dx* dx k9,

A Eq. (29) € uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem com
coeficientes variaveis, linear e homogénea, cuja solu¢do pode ser obtida a partir da
equacdo geral de Bessel, conforme Apéndice. A Eq. (29) pode ser simplificada

definindo o parametro de desempenho da aleta na mesma forma da Eq. (17).
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Comparando a Eq. (29) com a Eq. (15) do Apéndice, obtém-se os seguintes
coeficientes: A=0, B=0, C=1/2, D= i2m\/z, p= 2m\/z e n=0. Esses resultados

indicam o CASO 3 do Apéndice, cuja solucdo geral é dada pela Eq. (A18), ou seja:

8(x) = C,1,2m/bx) + C,K,(2m~/bx) (30)

Figura 8 - Aleta longitudinal de perfil triangular (Fonte: Kraus ef al., 2001).

A temperatura na extremidade da aleta deve ser finita, ou seja, substituindo

x =0 na Eq. (30), obtém-se:

6(x =0) = C,1,2m~[b0) + C, K ,(2m~/b0) = finito = C, = 0 (31)

=1 =0

Aplicando a condi¢ao de contorno dada pela Eq. (13) e utilizando o resultado da

Eq. (31) obtém-se:

6,

O(x=b)=CI,2mbb) =6, = C, = o)
0

(32)

Substituindo os resultados das Egs. (31-32) na Eq. (30) obtém-se:
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_ . 1,2m/bx)
00 =62 (33)

A taxa real de transferéncia de calor na aleta pode ser calculada a partir da Eq.

(14), ou seja:

_ a6l _ d|, L,emJbx) | _k(S,1)f, d
qb _kAbase,aleta dX . _k(JbL) dx|:9b IO(Zmb) :| I (2]’)’Zb) d [I (2 \/a)] x=b (34)

A derivada em com relacdo a x da Eq. (34) tem a seguinte forma:

—[I )] = mbl, (2m/bx)

N _[1 2mbx)] ., = ml,(2mb) (35)

Substituindo a Eq. (35) na Eq. (34) e rearranjando obtém-se:

_ K(S,L)8m,(2mb) _ k3, 2hLG,mI,(2mb) _ 2hL8, I,(2mb)
% 1,(2mb) 2h 1,emb) m 1,(2mb)

:m2

(36)

A taxa maxima de transferéncia de calor é obtida pelo denominador da Eq. (1),

ou seja:

b b
qméximo,alea = hAsuperficiealetagh = hgh_[o d14superficiealeta(x) = hHhJ‘O 2de = h(ZLb)Hh (37)

A eficiéncia da aleta € entdo calculada pela Eq. (1) com os resultados das Egs.

(36-37), ou seja:

2hL6, 1,(2mb)

_ q, _m IO(Zmb): I,(2mb)
= h(2Lb)6, (mb)1,(2mb) (38)

qméximo,alﬁa
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6.4-ALETA LONGITUDINAL DE PERFIL PARABOLICO CONCAVO

Para a aleta longitudinal de perfil parabdlico concavo mostrada na Fig. (9), a

equacdo do perfil é obtida substituindo n = na Eq. (11), ou seja:

(1—2.00) 00

£() :%@ = =%@ (39)

Nota-se uma indeterminac@o do tipo /e na Eq. (39) que pode ser contornada

utilizando a regra de L’Hospital, ou seja, (1 - 2n)y / (1 - n) =2, fornecendo entdo:

o, (xY
x)==2| = 40
fo=5(2 "
de tal forma que dfz(x)/dx=5bx/b2. Substituindo esses resultados na Eq. (10),
multiplicando por (2192/ 5,,) e rearranjando obtém-se:

d6 2h

2
x2d§+2x— ——b’6=0 41)
dx dx ko,

Figura 9 — Aleta longitudinal de perfil parabdlico concavo (Fonte: Kraus et al., 2001).
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A Eq. (41) é uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem com
coeficientes variaveis, linear e homogénea, conhecida por equagdo de Euler. A Eq. (41)
pode ser simplificada definindo o parametro de desempenho da aleta na mesma forma
da Eq. (17). A solucdo geral da equacdo de Euler é obtida fazendo a transformagao

v =Inx de tal forma que as derivadas da Eq. (41) possam ser reescritas como:

dH_d@dv_de(lnx):ld_H (42)
x dv

dx dvdx dvdx

09.4/d0), 4 (140)_d (1140 1 d(d0), 140 1dldOa)
dx*  dx\ dx dx\ x dv dx\x)dv xdx\ dv X dv x dx

O segundo termo do lado direito da Eq. (43) pode ser avaliado de maneira

similar a Eq. (42), ou seja:

d(d6/av) _d(dg/dv)dv _d’0 d (1n)=1 '

= = nx 44
dx dv  dx v dx x dv? “4)
Substituindo a Eq. (44) na Eq. (43) obtém-se:
d’6_ 1d6 146
i T S (45)
dx x dv x dv
Substituindo as Egs. (42) e (45) na Eq. (41) obtém-se:
wl-149, 140, 2){1‘1—0} -m’b’0=0 (46)
>dv Xt x dv
Rearranjando a Eq. (46) obtém-se:
2
40,40 _ e-g (47)

A dv
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Com a transformag¢do v =Inx, a Eq. (41) foi transformada em uma equagio
diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes, cuja solu¢do é obtida pela
equacdo caracteristica. A equacdio caracteristica tem a forma 1> +t—m’b> =0, cuja
solucdo € obtida pela férmula de Bhaskara, ou seja:

(1 +4m*b* )/ ? (48)

t=-—%

LY
272

Para duas raizes reais e distintas (#, e t,), a solugdo geral da Eq. (47) tem a

seguinte forma:
B(v)=Ce" +C,e™ (49)
Voltando a Eq. (49) 4 variavel original x e sabendo que ¢"* = x obtém-se:

O(x) = Ce" " C,e"” = Cx" +C,x" =Cux" + & (50)

A temperatura na extremidade da aleta deve ser finita, ou seja, substituindo

x =0 na Eq. (50), obtém-se:

6(x =0) = C,0" +0C%—finit0:>C2 =0 (51)

tz_
—
©

Aplicando a condi¢ao de contorno dada pela Eq. (13) e utilizando o resultado da

Eq. (51) obtém-se:

B(x=b)=Cb" =6,=C, = 5—5] (52)

Substituindo os resultados das Egs. (51-52) na Eq. (50) obtém-se:
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6(x) = eb(%j (53)

A taxa real de transferéncia de calor na aleta pode ser calculada a partir da Eq.

(14), ou seja:

do

= kA, ] 54
qb kAbdse,dle dx ( )

= k(3,1 gb(ﬁj _kOLE, ) _KODE,,
=b dx b = b x=b b

X=

A taxa maxima de transferéncia de calor é obtida pelo denominador da Eq. (1),

ou seja:
b b
qméximo,alﬁa = hIAsuperficicaletaeb = hgb.[o d&uperficiealeta('x) = hebJ.O 2de = h(ZLb)eb (55)

A eficiéncia da aleta € entdo calculada pela Eq. (1) e com os resultados das Eqgs.

(54-55), ou seja:

k(o,L)6,

% _ b ke 1 1.1 2oy | [F1++1+(2mb)? ]

= = ——+—(1+4mb) = (56)
h2Lb)8, 2h b*| 2 2 2h 50

ko,

:mz

/7:

qméximo,alexa
Multiplicando e dividindo a Eq. (56) por —1—+/1+ (2mb)* obtém-se:

n= [-1+4/1+(2mb)*] ><[—1—1/1+(2mb)2] 57)

2(mb)? [~1-/1+(2mb)*]

Rearranjando a Eq. (57) obtém-se:

. 1+/1+Q2mb)* =1+ 2mb)* - (/1 +(2mb)*)* 2

= (58)
2(mb)*[~1=+/1+ (2mb)* ] 1+/1+ (2mb)?
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6.5-ALETA LONGITUDINAL DE PERFIL PARABOLICO CONVEXO

Para a aleta longitudinal de perfil parabdlico concavo mostrada na Fig. (10), a

equacdo do perfil é obtida substituindo n =1/3 na Eq. (11), ou seja:

£ =%@ ) =9 (59)

b

de tal forma que dfz(x)/dx=5b/ 4\@. Substituindo esses resultados na Eq. (10),

multiplicando por (2\/5)63/ : / Jb) e rearranjando obtém-se:

4’6 xdf 2h
2 T A 2 P be=0 60
Y 2de ko, (00)

A Eq. (60) ¢ uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem com
coeficientes variaveis, linear e homogénea, cuja solu¢do pode ser obtida a partir da
equacdo geral de Bessel, conforme Apéndice. A Eq. (60) pode ser simplificada
definindo o pardmetro de desempenho da aleta na mesma forma da Eq. (17).

Comparando a Eq. (60) com a Eq. (15) do Apéndice, obtém-se os seguintes
coeficientes: A=1/4, B=0, C=3/4,D=i4/3)mb", p=(4/Hmb" e n=1/3.
Esses resultados indicam o CASO 4, cuja solucdo € dada pela Eq. (19) do Apéndice, ou

seja:
O(x) = ' 4 14 _3/4 4 1/4 _3/4
(x) =x"| 15 Emb XN+ Gy, gmb X (61)

Para essa aleta, por questdo somente de exemplificacdo, sera utilizada a condi¢@o
de contorno de derivada dada pela Eq. (12). A derivada da Eq. (61) com relacdo a x

pode ser determinada com o auxilio do MAPLE, fornecendo o seguinte resultado:
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a9 mb" 4{C11_2/3(% mb"* x¥ 4) + CZIZ/{% mb"*x¥ 4)} (62)

dx

x =48

Figura 10 — Aleta longitudinal de perfil parabdlico convexo (Fonte: Kraus et al., 2001).

Aplicando a condicd@o de contorno dada pela Eq. (12) obtém-se:

do

= mb"| C, 1_2/3G mb1/403/4j +C, 12/3G mb1/403/4j =0=C =0 (63)

x=0

=00 =0

Aplicando a condi¢ao de contorno dada pela Eq. (13) e substituindo o resultado

da Eq. (63) na Eq. (61) obtém-se:

O(x=b)= bl/“czl_l/{i mb1/4b3/4j =0,=>C, = Lét (64)
3 bl/“l_l/{ mbj

Substituindo as Eqgs. (63-64) na Eq. (61) e rearranjando obtém-se:
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14 1_1/3 (i mb" ¥ J

O(x) =6, (—J
b 1_1/3(: mbj

(65)

A taxa real de transferéncia de calor na aleta pode ser calculada a partir da Eq.

(14), ou seja:

4
a0 d X 1/4 1_1/3[3 mb1/4_x3/4j
= e N - =
Qb kAbase,alela dx . ( b )dx b(bj I (4 j
3|, mb
3 x=b

1/4

k6,18, d (zj z_w(fmbwﬂ“j (66)
NENE

_1/3 3m

x=b

A derivada com relacdo a x do lado direito da Eq. (66) pode ser determinada

com o auxilio do MAPLE, fornecendo o seguinte resultado:
i{(fjwl 1/3(£ mb1/4x3/4 ﬂ =
dx|\ b 3
/4 4 1 1_1/3(;‘- mb1/4x3/4j
X
j (bj Iy (3 mbl/4x3/4j 4 A mb"*

4 x 3/4 x1/4
=1 b
5)

Substituindo x = b na Eq. (67) e simplificando obtém-se:

d|(\" (4 4
a{[gj 1_1/3[5 mb1/4_x3/4j} = m[2/3(§ mbj (68)

x=b

Substituindo a Eq. (68) na Eq. (66) obtém-se:
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12/3(4 mbj
q, = k(9,L)mb, —~—= (69)

4
1_1/3 (3 mbj

A taxa méaxima de transferéncia de calor é obtida pelo denominador da Eq. (1),

ou seja:

b b
qméximo,akta = hIAsuperficicaletaHb = hgb J;) d&uperficiaaleta('x) = th'L 2de = h(ZLb)Hb (70)

A eficiéncia da aleta é entdo calculada pela Eq. (1) com os resultados das Egs.

(69-70), ou seja:

4 4

kS, Lym6,— me—, A
1_1/3 ( mbj 1_1/3 [ mbj 12/3 ( mbj
pe G 3 ). 3 J L 73 ) (71)
qméximo,aleta h(sz) 017 th mb I 4 b
0 mIE I
-2

EXEMPLO 2: Aletas longitudinais de diferentes perfis estdo expostas a um ambiente
com temperatura de 20 °C com um coeficiente de transferéncia de calor
h =40 W/(m>K). Em todos os casos, a temperatura da base da aleta € 90 °C e as aletas
sdo feitas de aco com k =30 W/(m.K). Todas as aletas tém um comprimento de 10 cm
com 0,80 cm de espessura na base. Compare as eficiéncias das aletas, a dissipacdo de
calor por unidade de profundidade e as temperaturas nas extremidades se os perfis sdo

(a) retangular, (b) triangular, (c) parabodlico concavo e (d) parabdlico convexo.

Para todas as aletas:

6 =T —-T, =90-20=70°C
b =10/100 =0,100 m

J, =0,80/100 = 0,008 m
L=1m
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on\? (240 YV
m= = 2 =18257 m"!
% 30.0,008

mb =18,257.0,100 = 1,8257
(a) aleta longitudinal de perfil retangular:

_ tanh(mb) _ tanh(1,8257)
mb 1,8257
q, = k(9,L)ym8, tanh(mb) =30.(0,008.1).18,257.70.tanh(1,8257) = 291,1 W

=0,520

Bx=0)=0 =8 cosh(mO) ~70 cosh(18,257.0) =22.0°C
cosh(mb) cosh(1,8257)

Assim, T, =8 +T, =22,0+20=44°C
(b) aleta longitudinal de perfil triangular:
2mb =2.18,257.0,100=3,6514

_ L@esy o 71159
1,8257.1,(3,6514) 1,8257.8,3851

b

2hL6, 1,(2mb) _ 2.40.1.70 1,(3,6514) _
b 1, omb) 18257 1,(3.6514)

8(x=0)=8 =70 1,(2.18,257,/0,100.0) _ 70.1 =8.3°C
1,(3,6514) 8,3851

=260,3W

Assim, T, =6, +T, =83+20=283°C

(c) aleta longitudinal de perfil parabdlico concavo:
_ 2 _ 2

1+1+@2mb)*  1+4/1+(3,6514)

=0,418

Das Eqgs. (53) e (47):

.= kéL@,[ 1+ mby = 22008170 | i 36514) 1= 2340 W

2.0,100

0 J—;+;1/1+<3,6514)2

0,100

=0

O(x=a)=6, :70(

Assim, T, =6, +T, =0+ 20 =20°C

(d) aleta longitudinal de perfil parabdlico convexo:
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4
L ~.1,8257
1 2/3(3 j 12,7425 _

1,8257 1_1/3(;1.1,8250 1,8257 3,0519

4
12/3 (3 mbj

n

b

L, (:.13257)

q, = k(0,L)ym8, 1 =30.0,008.1.18,257.70 2 =2756 W
1_1/3(3 mbj 1_1/3(31,8257j
4 14 (34
ya I_, —.18,257.0,1"°.0

0 "3

Ox=a)=6, :70(010()) 1 =0
’ 1_1/3[.1,8257j
3
Assim, T, =8, +T,=0+20=20°C
Segue abaixo um resumo do desempenho das quatro aletas:

Perfil da aleta 7 q, (W) T,(°C)
Retangular 0,520 291,1 44,0
Triangular 0,465 260,3 28,3

Parabodlico concavo 0,418 234.0 20,0
Parabdlico convexo 0,492 275,6 20,0

Na Fig. (11) podem ser vistas as curvas de eficiéncia para os quatro tipos de
aletas longitudinais mostradas anteriormente. Essas curvas sdo representacdes das Egs.
(27), (38), (58) e (71), sendo todas funcdes do produto mb. E interessante notar que a
aleta retangular é usualmente vantajosa pois tem geometria mais simples e maior

eficiéncia que as outras aletas longitudinais para o mesmo produto mb.
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Retangular
0.9 Triangular
' Parabdlico Céncawvo
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Figura 11 — Gréfico de eficiéncias para aletas longitudinais.
7-ALETAS RADIAIS

7.1-EQUACAO DIFERENCIAL GENERALIZADA

Gardner (1945) propds uma equacdo diferencial generalizada para a analise de
aletas radiais. Para isso considere uma aleta radial de perfil arbitrario conforme
mostrado na Fig. (12) e assuma que a aleta estd dissipando calor para o meio
circundante. Note que o eixo r esta relacionado ao comprimento da aleta e tem a sua
origem no centro do duto cilindrico, tendo sua orientacdo positiva da base para a
extremidade da aleta. O perfil da aleta mostrado na Fig. (12) estd confinado por duas
curvas que sdo quase sempre simétricas, y = f,(r) e y=—f,(r), de tal maneira que a

espessura da aleta € O(r) =2 f,(r). A secdo transversal da aleta conforme Fig. (12) €

A(r) = f,(r) = 2m)2 f,(r). Os limites da aleta sdo limitados pelas curvas de perfil da

aleta, + f,(r).
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Frime surface

Figura 12 — Aleta radial de perfil arbitrario (Fonte: Kraus et al., 2001).

Caracteristicas na base da aleta, localizada em r=r, sdo designadas pela
subscrito b. Por exemplo, 8,, g, e T, representam o excesso de temperaturas, taxa de
transferéncia de calor e temperatura da base da aleta, respectivamente. Caracteristicas
na extremidade da aleta, localizada em r=r, sdo designadas pelo subscrito a
(8,, q, e T,). Mantendo a idéia de trabalhar com a varidvel excesso de temperaturas,

define-se 8(r), uma fun¢ido da coordenada de comprimento r, como sendo a diferenca

de temperaturas ou excesso entre um ponto na superficie da aleta e o ambiente. Assim:

O(r)y=T(r)-T, (72)

A equacgdo diferencial para a distribuicdo de temperaturas na aleta radial é
formulada através de um balango de energia em um volume de controle diferencial de
comprimento dr conforme mostrado na Fig. (12). Esse elemento diferencial esta
limitado por plano paralelos a base da aleta em r e r+dr e pelas curvas de perfil,

y* f,(r). Se a temperatura da superficie da aleta é 7'(r), de tal maneira que em dr a

temperatura é T e a condutividade térmica da aleta é k, a diferenca entre as taxas de

condugio entrando na aleta em r e saindo da aleta em r+dr € escrita como:
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dT dTr
L = - = - _ - T e 7
i =0, =| ~KA0)AE | | —a0)E | 73

A taxa de condugdo saindo da aleta em r+dr pode ser calculada em termos da

taxa de conducgdo entrando na aleta em r utilizando série de Taylor, ou seja:

[— kA(r)glw = {— kA(r)gl + 4 [— kA(r)d—Tl dr (74)

dr dr ; dr

Substituindo a Eq. (74) na Eq. (73) e rearranjando obtém-se:

%Wfpmm”]{mwfyﬁpwﬂﬂﬁziWMﬂyr (5)

dr drl, arl " dr dr dr

Com a consideragdo de regime permanente, a diferenca entre as taxas de
conducgdo entrando e saindo do elemento dr, conforme resultado da Eq. (75), deve ser
equalizada por algum modo de dissipacao de calor a partir da superficie lateral exposta
da aleta. Se o calor € dissipado por convecg¢do para o meio circundante e h é o

coeficiente de transferéncia de calor, da lei do resfriamento de Newton obtém-se:
dqconvecgéo = hdAsuperficicalcta(r)(T - Too) (76)

Uma expressdo para a area superficial de transferéncia de calor por convecgao

(lados superior e inferior da aleta radial) pode ser escrita como:

dAsuperﬁciaalm(r) =271(r +dr)* = 278% = 278* + 2702rdr+ 278" = 27¥* = A7Fdr (77)

=0

A éarea superficial total pode ser obtida pela integracdo da Eq. (77) em r, ou seja:

Iqsuperficicaleta = jra 477dr = 277(}’"12 - 7272) (78)
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Substituindo a Eq. (77) na Eq. (76), igualando o resultado com a Eq. (75) e

utilizando a defini¢do da Eq. (72) obtém-se:
i[kfl (r)d—e}dr = h(473dr)6 (79)
dr dr

Fazendo a derivada do produto na Eq. (79) e rearranjando obtém-se

£, d26?+ 1 dfi(r)dé _h

> 8=0 (80)
4 dr 4w dr dr k

Com f,(r) =4rmf,(r) aEq. (80) pode ser reescrita como:

a0, [,(nd6  df,(rndd _h

8=0 81
dr? rodr dr dr k 1)

f(r)

A Eq. (81) € a equacdo diferencial generalizada para aletas radiais. A Eq. (80) é
uma equagdo diferencial ordinédria de segunda ordem com coeficientes variaveis, linear

e homogénea. Para sua solugdo geral sdo necessarias duas condi¢des de contorno, ou

seja:

Il 099 —o ou  6(r=r)=finito (82)
dr r=r, dr r=r,

T(r=r)=T,=00r=r)=T,-T,=6, (83)

A taxa real de transferéncia de calor da aleta pode ser calculada a partir da
solucdo da Eq. (81) juntamente com as Egs. (82-83) e posterior aplicacdo da lei de

Fourier na base da aleta, ou seja:

) a6
- kAbase,alela dr

r=r,

T

d
qb = _kAbase,alela_ (84)
dr

r=r,
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A eficiéncia da aleta pode entdo ser calculada pela Eq. (1) juntamente com o

resultado da Eq. (84).
7.2-ALETA RADIAL DE PERFIL RETANGULAR

Para a aleta radial de perfil retangular mostrada na Fig. (13), a equacdo do perfil

tem a seguinte forma:
o)
fr(r) = 7” (85)

de tal forma que df,(r)/dr =0. Substituindo esses resultados na Eq. (81), multiplicando

por (2r2/ 9,) e rearranjando obtém-se:

r d2§+rd—9—r2%¢9=0 (86)
dr dr ko,
A Eq. (86) ¢ uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem com
coeficientes variaveis, linear e homogénea, cuja solu¢do pode ser obtida a partir da
equacdo geral de Bessel, conforme Apéndice. A Eq. (86) pode ser simplificada
definindo o parametro de desempenho da aleta na mesma forma da Eq. (17).

Comparando a Eq. (86) com a Eq. (A15) obtém-se os seguintes coeficientes: A =0,
B=0, C=1, D=im, n=0 e p=m Esses resultados indicam o CASO 3, cuja

solucdo € dada pela Eq. (18) do Apéndice, ou seja:
6(r)=C,1,(mr)+ C,K (mr) (87)

A derivada da Eq. (87) com relacdo a r € escrita da seguinte forma:

Z—g =mC\I,(mr) —mC,K,(mr) (88)
r
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Figura 13 — Aleta radial de perfil retangular (Fonte: Kraus et al., 2001).

A aplicacdo da condi¢do de contorno dada pela Eq. (82) fornece que:

do
—  =mClI (mr,)-mC,K,(mr,)=0 (89)
r r=r,
A aplicacao da condi¢do de contorno dada pela Eq. (83) fornece que:
O(r=r1)=Cl,(mr)+C,K,(mn) =6, (90)

As Egs. (89-90) formam um sistema de duas equacdes e duas incOgnitas para a

obtencdo de C, e C,, que apds manipulagdo algébrica tem a seguinte forma:

C=o K, (mr,) oD
b I,(mn)K, (mr,) + 1, (mr,)K,(mn)

=6, I, (mr,) 92)
1,(mn,)K (mr,) + I, (mr,)K,(mr,)

Substituindo as Egs. (91-92) na Eq. (87) e rearranjando obtém-se:

I,(mr)K,(mr,)) + I,(mr,)K,(mr)

o =6, Iy (mn)K, (mr,) +I,(mr,) K, (mz,)

(93)
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Deve ser notado na Eq. (92) que quando r=r,, =46, conforme esperado. A

taxa real de transferéncia de calor da aleta pode ser calculada a partir da Eq. (84), ou

seja:

do

qb = kAbase,aletaE = k(zmdb)m[clll (mr) - CZKI (mr)]r=r,, (94)

r=n,

O termo entre colchetes do lado direito da Eq. (94) pode ser determinado

utilizando as Egs. (91-92), ou seja:

I,(mn) K (mr,) = I, (mr,) K, (mr,)

Cl -C, K (mr)]. =6 95
LCifymr) =GR, Gmnl,-,, =6, 1,(mr)K, (mr,) + I,(mr,) K, (mr,) ©)
Substituindo a Eq. (95) na Eq. (94) e rearranjando obtém-se:
g =—kA,. .. a6 _ k(277,3, ym6, 1,(mr,) K, (mr,) = I,(mn) K, (mr,) (96)
dri,., I,(mr)K, (mr,)+I,(mr,)K,(mn)

A taxa méxima de transferéncia de calor obtida pelo denominador da Eq. (1) e o

resultado da Eq. (78), ou seja:
qméximo,alaa = hAuperfiCicaletaHb = hebjradIASuperficie(r) = hL" 4770de = h[2n(ra2 - 7;72)]617 (97)

A eficiéncia da aleta é entdo calculada pela Eq. (1) com os resultados das Egs.

(96-97), ou seja:

I, (mr) K, (mr,) = I, (mn) K, (mr,)
1y (mn) K, (mr,) + I, imr, )K (mz,) _
H2m(r? = 1)16,

k(273,8,)m6,
n= L =

qméximo,aleta
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m Il(mra)Kl(m’};) - I1(m’};)K1(mra)
1,(mn)K,(mr,)+I,(mr,)K,(mr,) _ 2r, I,(mr,))K,(mn,)—1,(mn,)K,(mr,) (98)
m(r; =1}) I,(mn,) K, (mr,) + I,(mr,) K, (mr,)

b

2h 2
ryr —rn
kdb(“ »)

m2

A eficiéncia dada pela Eq. (98) ndo é adequada para comparagdo com eficiéncias
de aletas radiais com outros perfis. Para isso, a Eq. (98) pode ser reescrita em termos da

relacdo entre os raios interno e externo da seguinte forma:

o=t 99)

12
@=(r,- rb)”(z—hJ (100)

onde A, € a drea projetada de perfil, que pode ser calculada pela fungdo f,(r), ou seja:

T o)
A, :szz(r)dr = j Z(Eb)dr =0,(r, = r,) (101)

Os argumentos mr, e mr, das funcOes de Bessel na Eq. (98) podem ser

reescritos em termos da drea projetada de perfil utilizando o resultado da Eq. (101):

Y (o -ry]" (20"
P e B et 2 B R T (102)
ko, kA

P

k3, kA

P

oY o -ry]” (21)”
mrf[—J rf{—(r“ r”)} n{—} (r,=1)"n, (103)
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Multiplicando e dividindo as Eqs. (102-103) por (r, —r,) e substituindo o

parametro ¢ definido pela Eq. (100) obtém-se:

2 1/2
mr, =| 2L (ra-n])l/zrax[ra_rbj:(’a"h)3/2 s (104)
kA, I KA, ) r,-n, 1o
h 2 P /2
iy =| 2| =) g x| T | = (g, = 2] 2 b= % (105)
kA, I, kA, ) ro=n 1T

Define-se duas fun¢gdes adimensionais relacionadas aos raios na seguinte forma:

1 1

R = = 106
Col=gfr, 1-p (oo
e
R=pR =1L (107)
1-p
Reescrevendo as Eqgs. (104) e (105) e substituindo as Egs. (106-107) obtém-se:
I A ey 3 (108)
T, ~ 1, —(r,-r) 1-2 l1-p
a ra
my=-t= b -t -t _pP g (109)
e i B B
Y Y

O termo [2r, / m(ra2 - rb2 )] da Eq. (98) pode ser reescrito utilizando as grandezas

P e ¢ da seguinte forma:
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2 21, - 21, _ 21,(r, = 1,)
m(ruz_rz) 2h V2 _ 12 ~ 72
h [MJ =) {M/:Ar)} (7 = 1) {%ZA”} (2 = i2)(r, = 1)
b » .
= /2r,,(ra—r,,) _ 2(n-m) 2, _ 2 2p (110)
1/2
21 ] =y @r,—n)(r, +15)  @r,+1,) (ﬂ[lﬂj a1+ p)
kAp a b a b p

Substituindo as Egs. (108-110) na Eq. (98) obtém-se:

n= 20 L(gR)K (¢R,)-1,(¢R,)K,(¢R,)
@1+ p) I,(gR,)K (@R,) +1,(¢R ) K (¢R,)

(111)

EXEMPLO 3: Uma aleta radial de perfil retangular estd exposta a um ambiente a uma
temperatura de 35 °C e um coeficiente de transferéncia de calor 4 =40W/(m2K). A
temperatura na base da aleta € 110 °C e a aleta é feita de aco com k£ =40W/(m.K). O
diametro externo € 25 cm e o didmetro interno é 10 cm. A espessura ¢ 0,25 cm.
Determine (a) a eficiéncia da aleta, (b) a temperatura na extremidade da aleta e (c) a

taxa de dissipacdo de calor pela aleta.

6, =T -T,=110-35=75°C
3, =0,25/100 = 0,0025 m
r, =25/200=0,125m

r, =10/200 = 0,050 m

_15 10 _
=2=—=0,400
p r, 25
172 12
m= 2h = 2:40 =28,284m"!
ko, 40.0,0025

A =0,(r, —1,) =0,0025(0,125-0,050) =1,875%10™ m?

14

2h
p=(r,— r;,)”(a

14

=2121

12 5 40 12
J =(0,125- 0,050)3/2[ : j

40.1,875x107*
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2,121
)

= = =3,536
1-p 1-0400

_ pg _0,400.2,121 _
®, = = =
1-p  1-0,400

20  L(@R)K (¢R,)—1,(¢R)K\(¢R,) _
@1+ p) I, (@R K, (¢R,) +1,(¢R, ) K, (¢R,)

20400  1,(3,536)K,(1,414) - I,(1,414)K,(3,536)
2,121(1+0,400) 1,(1,414)K,(3,536) + 1,(3,536)K,,(1,414)

1,414

(@) n=

Na equacdo anterior € necessdria a avaliagdo de seis fungdes de Bessel, ou seja:
1,(3,536) =6,4110; K,(1,414) =0,3143; 1,(1,414) =0,8990
K (3,536) =0,0213; 1,(1,414) =1,5659; K,(1,414)=0,2392

_ 2.0,400  6,4110.0,3143-0,8990.0,0213 _ 0343
2,121(1+0,400) 1,5659.0,0213+6,4110.0,2392

(b) 6(,,.:,.):8 :9 IO(@a)Kl(ﬂea)+Il(ﬂea)K0(¢Ra) —
ST T L@R)K (R + 1(gR K, (4R,)

-5 [L(3536)K,(3536) + 1,(3,536)K, (3:536)
1,(L414)K,(3,536) + 1,(3,536)K, (1,414)

Devem ser avaliadas mais duas fun¢des de Bessel, ou seja:
1,(3,536) =7,6053; K,(3,536) =0,0188

6 =75 7,6053.0,0213+6,4110.0,0188 _ 135°C
1,5659.0,0213 +6,4110.0,2392

Assim, T, =, +T, =13,5+35=48,5°C
(©) Gy =N misimonaa =TH27(r> = 1)16, =0,343.40.[2.7.(0,125% - 0,050%)].75 =84,9 W

7.3-ALETA RADIAL DE PERFIL HIPERBOLICO

Para a aleta radial de perfil hiperbolico mostrada na Fig. (14), a equacdo do

perfil tem a seguinte forma:

SH(r =9 (112)
2r
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de tal forma que dfz(r)/dr=—5brb/ 2r°. Substituindo esses resultados na Eq. (81),
multiplicando por (2r° / o,1,) e rearranjando obtém-se:
,d*8  2h

- =0 113
" ké'brbr e

A Eq. (113) é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem com
coeficientes variaveis, linear e homogénea, cuja solu¢do pode ser obtida a partir da
equacao geral de Bessel, conforme Apéndice. A Eq. (113) pode ser simplificada
definindo o parametro de desempenho da aleta na mesma forma da Eq. (17) e definindo

um pardmetro M escrito da seguinte forma:
M =— (114)

Assim, a Eq. (113) pode ser reescrita como:

2

2

-M*r8=0 (115)
r

Comparando a Eq. (115) com a Eq. (A15) obtém-se os seguintes coeficientes:
A=1/2, B=0, C=3/2, D= i%M, p :§M e n=1/3. Esses resultados indicam o

CASO 4, cuja solucao geral € dada pela Eq. (A19), ou seja:

o(r) = rv{clzm @Wﬂj +CLy @ M ﬂ (116)
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Figura 14 — Eficiéncia de uma aleta radial de perfil hiperbdlico (Fonte: Kraus et al.,

2001).

A derivada da Eq. (116) com relacdo a r pode ser determinada com o auxilio do

MAPLE, fornecendo o seguinte resultado:

deé 2 2
= M{CJ%%MWJ + C212/3(§Mr3/ 2)} (117)

A aplicacdo da condi¢do de contorno dada pela Eq. (82) fornece que:

d@ 2 32 2 32
arl :M’;{CJ—%(EM’Z j‘*'czlz/{gM’?z HZO (118)
A aplicacdo da condi¢do de contorno dada pela Eq. (83) fornece que:
N2 2. 20 )|
O(r=r)=nr"1Cl, ngb +Cl ), ngb =6, (119)

As Egs. (118-119) formam um sistema de duas equagdes e duas incognitas para

a obtencdo de C, e C,, que ap6s manipulacdo algébrica tem a seguinte forma:
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p I, (2 Mr? 2)
¢ =—r . 3 . . (120)
T 12/3(3 Mras/zj 11/3[3 Mrbs/zj _ 1_2/3[3 Mras/zj L, (3 Mrhs/zj
2 3/2
_ 5 ! ‘2/3[3 M j
c,=-b (121)

12
A 12/3 (i Mr;/Z jll/3 (g’ M},273/2 J _ 1_2/3 (g’ Mra3/2 JI_1/3 (i’ Mrb3/2 j

Substituindo as Egs. (120-121) na Eq. (116) e rearranjando obtém-se:

12
o(r) = ebA(lj (122)

Y

onde:

2 2 2 2
) 12/3(3M a3/2j11/3(3 Mr3/2j _ 1_2/3(3M a3/2j1_1/3(3 Mr3/2j

12/3(§’ Mrf/zjllﬂ(i M’f/zj _ 1_2/3[5’ Mra3/2j1_1/3(§ Mrf/ZJ

Deve ser notado na Eq. (122) que quando r =7, € =46,, conforme esperado. A

taxa real de transferéncia de calor da aleta pode ser calculada a partir da Eq. (84), ou

seja:

7

d 2 2
4q, = _kAaleta,baseE = _k(zmdb ){M'|:Cll—2/3(§Mr3/2j + C212/3(§Mr3/2jj|} (123)

Substituindo as Egs. (120-121) na Eq. (123) e rearranjando obtém-se:

q, =k, g,My (124)
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onde:

12/3 (i’ Mr;/ZjI_Z/3 (i’ M’,;/Zj _ 1_2/3 [i’ M a3/2 j12/3 (i’ M’,;/Zj

w =
2 2 2 2
1_2/3(3 Mr;/zjl_m[B Mr,f/zj - 12/3(3 Mr? Zjll/ [3 Mr? Zj

A taxa méxima de transferéncia de calor obtida pelo denominador da Eq. (1) e o

resultado da Eq. (78), ou seja:
qméximo,alaa = hAuperfiCicaletaHb = heb J‘rndIASuperficie(r) = h_[ra 477'017617' = h[zn(rf - ’/272 )]gb (125)

A eficiéncia da aleta € entdo calculada pela Eq. (1) e os resultados das Eqs. (124-

125), ou seja:

R . kQmEHGMY _ 2My®  _ 2my 5P 2y (126)
qméximo,alela h[zm’f - r;Jz )]eb 27}1(’”2 — r2) mz(raz - ’;72) r;]l/z m(raz - ’I;Jz)
kdb a b
——

m2

7z

A eficiéncia dada pela Eq. (126) ndo é adequada para comparacdo com
eficiéncias de aletas radiais com outros perfis. Entretanto, a Eq. (126) pode ser reescrita

em termos da relagdo entre raios p =r,/r,. Calcula-se inicialmente uma expressio para

a area de perfil da aleta em funcdo de f,(r), ou seja:

O,h,
2r

jdr =85 In"e = &1, In- (127)
T, P

A, = j:’zfz(r)dr = jz(

Da Eq. (127) pode-se explicitar a espessura da aleta na base, ou seja:

5 = A, (128)
r, In(1/ )

Substituindo a Eq. (128) na Eq. (17) obtém-se:
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oV [2mr /oy ]
m= _ | 2hr,In(l/ p) (129)
ko, KA,
c
1/2 1/2
M= % 2hr,In(l/p) |~ _| 2hIn/ p) (130)
oo kA, kA,

Da Eq. (126), excluindo ¢ e substituindo a Eq. (129), o termo restante do lado

direito da expressao da eficiéncia pode ser reescrito como:

2r,  _ 2r)? _ 212 (r, = 1) (131)

m(raz _ r2) 1/2 1/2 1/2 1/2
” EIZ’J M;H (=10, +1;) (ra—r,,f“(ki’j [m(;ﬂ r,+1,)

Substituindo a Eq. (100) na Eq. (131) e rearranjando obtém-se:

12
2’;) _ 2’,.})1/2(’; _rb)l/Z _ 2,})1/2’.‘11/2(1—;;)/’;)1/2 :l|: 4p(1_p) :| (132)
m(rl =12)  din/ )], +1) din/ )]0+ /r) @ 1+ p) In(/ p)

Define-se duas fun¢des adimensionais relacionadas aos raios:

2

R, = ng;/z (133)
€

— 2 32
R, =S Mr; (134)

podendo-se expressar R, € R, em termos de ¢ € 0O da seguinte forma:



199

12 12 12 3/2
R =2mr =2 2h | (L] =2l (2 (135)
3 3\ KA, Yo 3 yoj 1-p
/2 /2 /2 3/2
R =2mr2 =2 20| [} e 224 t] [ (136)
3 3\ KA, yoj 3 yoj 1-p

Substituindo as Eqs (132, 135-136) na Eq. (126) obtém-se:

12
_1_4pd-p) 137
7 <a{<1+p>21n<1/p>} (37

onde

_ {12/3 (R (R,) - 1y (R, (Rb)}

1—2/3 (Ra )1—1/3 (Rb) - 12/3 (Ra )11/3 (Rh)

Na Fig. (15) podem ser vistas as curvas de eficiéncia para os dois tipos de aletas
radiais mostradas anteriormente. Essas curvas sdo representacdes das Eqs. (111) e (137),

sendo todas fungdes de ¢ e plotadas para p=0,8 e p=0,4.

8-ALETAS PINIFORMES
8.1-EQUACAO DIFERENCIAL GENERALIZADA

Gardner (1945) propds uma equacgdo diferencial generalizada para a analise de aletas
piniformes. Para isso considere uma aleta piniforme de perfil arbitrario conforme
mostrado na Fig. (16) e assuma que a aleta estd dissipando calor para o meio
circundante. Note que o eixo x esta relacionado ao comprimento da aleta e tem a sua
origem na extremidade da aleta, tendo sua orientagdo positiva da extremidade para a
base da aleta. O perfil da aleta mostrado na Fig. (16) esta confinado por duas curvas que

sdo quase sempre simétricas, y = f,(x) e y=-f,(x). A secdo transversal da aleta
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conforme a Fig. (16) é A(x) = f,(x)= ﬂ[ f2(x)]2 e o perimetro da secdo transversal é
P(x) = f;(x) =277,(x). Os limites da aleta sdo limitados pelas curvas de perfil da aleta,

* £, (x).

1 T T T T T T T T
Retangular, rb/ra=0,4
09+ Retangular, rb/ra=0,8 E
Hiperbdlico, rb/ra=0,4
0.8 - Hiperbdlico, rb/ra=0,8
T
c
Q07
»n
c
o
£
© 0.6
L
=
051
04 r
O 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
¢ (adimensional)

Figura 15 — Gréfico de eficiéncias para aletas radiais.

x=p x=0

Figura 16 — Aleta piniforme de perfil arbitrario (Fonte: Kraus et al., 2001).
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Caracteristicas na base da aleta, localizada em x=»b, sdo designadas pela
subscrito b. Por exemplo, 8,, g, e T, representam o excesso de temperaturas, taxa de

transferéncia de calor e temperatura da base da aleta, respectivamente. Caracteristicas

na extremidade da aleta, localizada em x=0, sdo designadas pelo subscrito a
(8,, q, e T,). Mantendo a idéia de trabalhar com a varidvel excesso de temperaturas,
define-se 7'(x), uma funcio da coordenada de comprimento x, como sendo a diferenca

de temperaturas ou excesso entre um ponto na superficie da aleta e o ambiente. Assim:
Ox)=T(x)—-T, (138)

A equacdo diferencial para a distribui¢cdo de temperaturas na aleta piniforme ¢é
formulada através de um balango de energia em um volume de controle diferencial de
comprimento dx conforme mostrado na Fig. (16). Esse elemento diferencial esta
limitado por plano paralelos a base da aleta em x e x+dx e pelas curvas de perfil,

y* f,(x). Se a temperatura da superficie da aleta € T(x), de tal maneira que em dx a

temperatura é T e a condutividade térmica da aleta é k, a diferenca entre as taxas de

conducdo entrando na aleta em x + dx e saindo da aleta em x € escrita como:

dT dT
qcondugﬁo = qx+dx - qx = |:kA(X)d_:| - |:kA(.X)—:| (139)
X x+dx dx X

A taxa de condugdo saindo da aleta em x pode ser calculada em termos da taxa

de condugdo entrando na aleta em x + dx utilizando série de Taylor, ou seja:

] =g | ] o

dx dx |, dx dx
Substituindo a Eq. (140) na Eq. (139) e rearranjando obtém-se:

dT dT d dT d dT
= a - a < a =L A dx (141
Geonducto [kA(x) dedx [kA(x) de+ [kA(x) dedx kdx[ f.(x) }dx( )
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Na hipotese de regime permanente, a diferenca entre as taxas de conducdo
entrando e saindo do elemento dx, conforme resultado da Eq. (141), deve ser equalizada
por algum modo de dissipacdo de calor a partir da superficie lateral exposta da aleta. Se
o calor € dissipado por conveccdo para o meio circundante e & € o coeficiente de

transferéncia de calor, da lei do resfriamento de Newton obtém-se:
dqconvecgﬁo = hd&uperfioiealeta (X)(T - Too) (142)

Uma expressdo para a area superficial de transferéncia de calor por convecc¢ao

pode ser escrita como:
dzAsuperficie,aleta(x) = P(X)dx = Jg(x)dx (143)

Substituindo a Eq. (143) na Eq. (142), igualando o resultado com a Eq. (141) e
utilizando a defini¢do da Eq. (138) obtém-se:

ki[fl(x) d—e}dx = hf,(x)Gdx (144)
dx dx

Fazendo a derivada do produto na Eq. (144) e rearranjando obtém-se

dH L9 (x) db hf3(X)9:0 (145)

MO ™ e a &

Com f(x) =77[ f2(x)]2 e f,(x)=27f,(x), validas para pinos circulares, a Eq.

(145) pode ser reescrita como:

d? 9 d d6 2hf,(x)

(x)
p 6=0 (146)

) e VG IS

A Eq. (146) é a equacdo diferencial generalizada para aletas piniformes.

Entretanto, a Eq. (146) é adequada para pinos de areas circulares conforme as defini¢oes
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utilizadas para f,(x) e f,(x). Para areas de se¢do transversal mais gerais, recomenda-se
a utilizacdo da Eq. (145) utilizando a definicdo adequada das funcdes f,(x) e f(x).
Conforme Gardner (1945), a fun¢do de perfil f,(x) para aletas piniformes usualmente

tem a seguinte forma:

£ =2 (f (147)

(1-2n)/(2-n)
e’}
G

onde O, ¢é a espesura da aleta na base (que pode ser substituida pelo didmetro da aleta

na base) e n ¢ um nimero real que define o perfil da aleta piniforme. A Eq. (146) € uma
equagao diferencial ordindria de segunda ordem com coeficientes constantes ou
varidveis, linear e homogénea. Para sua solucio geral sdo necessarias duas condi¢gdes de

contorno, ou seja:

ar =0= a0 =0 ou B(x=a)=finito (148)
dx x=0 d'x x=0
T(x=b)=T,=8(x=b)=T,-T,=6, (149)

A taxa real de transferéncia de calor da aleta pode ser calculada a partir da
solugdo da Eq. (146) juntamente com as Eqgs. (148-149) e posterior aplicacdo da lei de

Fourier na base da aleta, ou seja:

q, = kA a1 d_g
dx

base,aleta d

= kAbase,aleta ( 1 50)

x=b

x=b

A eficiéncia da aleta pode entdo ser calculada pela Eq. (1) juntamente com o

resultado da Eq. (150).

8.2-ALETA PINIFORME DE PERFIL CILINDRICO
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Para a aleta piniforme cilindrica mostrada na Fig. (17), a equacdo do perfil é

obtida substituindo n =1/2 na Eq. (147) e fazendo J, =d, ou seja:

Y

S

_O(x -
(0= (bj (151)

N |

de tal forma que df,(x)/dx =0, [fz(x)]2 =d2/4 e d[fz(x)]2/dx=0. Substituindo esses

resultados na Eq. (146), multiplicando todos os termos por (4/ d?) e rearranjando

obtém-se:
2
d—f - 4—h =0 (152)
dx-  kd

A Eq. (152) é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem com
coeficientes constantes, linear e homogénea, cuja solucdo pode ser obtida a partir da
técnica da equacdo caracteristica. A Eq. (152) pode ser simplificada definindo o

parametro de desempenho da aleta na forma:

_(4h)"?
m_(EJ (153)

|
Pl I

|

|
Iy
N

S
X

x=b x¥=0

Figura 17 — Aleta piniforme de perfil cilindrico (Fonte: Kraus et al., 2001).
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A equacio caracteristica é escrita como > —m’ =0 de forma que 7 =*m. Para

duas raizes reais e distintas, a solucao da Eq. (153) tem a seguinte forma:

O(x)=Ce™ +Cre™ (154)

A derivada da Eq. (154) com relagdo a x tem a seguinte forma:

48— e = mCye (155)
dx

Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (148) obtém-se:
49 mC,e™ —mC,e™™ =0= C, =C, (156)
dx| -,

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (149) e utilizando o resultado

da Eq. (156) obtém-se:

H(X = b) = Cle'"b + Cle_'"b = 617 = C‘1 = % (157)
Substituindo os resultados das Egs. (156-157) na Eq. (154) obtém-se:
emx +e—mx
H(X) = 01; W (158)

Sabendo que e™ +e ™ =2cosh(mx) e ™ +e " =2cosh(mb) pode-se

reescrever a Eq (158) na seguinte forma:

cosh(mx)

=6, cosh(mb)

(159)
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A taxa real de transferéncia de calor na aleta pode ser calculada a partir da Eq.

(150), ou seja:

do

qh = base,aleta
d

mZ ~ mZ emb _e—mb
=k| — [mC, (" =)=k g 160
x=b [ 4 j N - [ 4 jm L™ e (160)

Sabendo que ™ +e™ =2cosh(mb) e €™ —e ™ =2sinh(mb) pode-se

reescrever a Eq. (160) na seguinte forma:

2
q, = k{ni jm@b tanh(mb) (161)

A taxa méaxima de transferéncia de calor é obtida pelo denominador da Eq. (1),

ou seja:

qméximo,alea - 14superficiealeta

b b
8, =6, || dA e ¥) =16, | (72 dx = h(7EIb)6, (162)

A eficiéncia da aleta é entdo calculada pela Eq. (1) com os resultados das Egs.

(161-162), ou seja:

2
k(mjm 6, tanh(mb)
n= 9 = 4

qméximo,aleta

_ mtanh(mb) _ tanh(mb)
h(7Elb)6, 4h b mb
kd

2
=m

(163)

EXEMPLO 4: Uma barra cilindrica é utilizada como uma aleta na forma de pino. Seu
diametro € 0,875 cm e seu comprimento € 8 cm. A barra é fabricada de aco com
k =32 W/(m.K) e exposta a um meio com temperatura de 30 °C com coeficiente de
transferéncia de calor & =50 W/(m>.K). A temperatura da base da aleta piniforme é 85
°C. Determine: (a) a eficiéncia da aleta, (b) a temperatura da extremidade e (c) a taxa de

transferéncia de calor da aleta para o meio.



207

6,=T,-T,=85-30=55°C
d =0,875/100=8,75x10" m
b=8/100=0,08m

1/2 12
m= (4_}1) = &_3 =126,726 m’!
kd 32.8,75%10

n= tanh(mb) _ tanh(26,726.0,08) _

0,455
mb (26,726.0,08)

-4, cosh(m0) _s5 cosh(26,726.0) —12.8°C
cosh(mb) cosh(26,726.0,08)

T, =6,+T, =128 +30=4238°C

2 4\
q, = /{ L ijb tanh(mb) =32, 78 XA0 ) 56 796 55. tanh(26,726.0,08) = 2,75 W
4 4

ou,

= h(7eb)8, = 50.(71.8,75%x107.0,08).55 = 6,05 W

Qméximo,alexa

Qb = ”qméximoaleta = 0’4556’05 = 2’75 W

8.3-ALETA PINIFORME DE PERFIL RETANGULAR

Para a aleta piniforme retangular mostrada na Fig. (18), a solu¢do mais adequada

¢ utilizar a Eq. (145) definindo as fungdes f,(x) e f;(x) na seguinte forma:

filx)=90,0, e M:0 (164)
dx

f(x)=2(4,+9,) (165)

Substituindo as Egs. (164-165) na Eq. (145), multiplicando por (1/9,0,) e

rearranjando obtém-se:

2
d f_Zh(51+52)0:O
dx ko0,

(166)
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Y
7 %2
l ‘J_F
| bt 91
V//? r—1
b -
x=b x=0

Figura 18 — Aleta piniforme de perfil retangular (Fonte: Kraus ef al., 2001).

A Eq. (166) é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem com
coeficientes constantes, linear e homogénea, cuja solucdo pode ser obtida a partir da
técnica da equacdo caracteristica. A Eq. (166) pode ser simplificada definindo o

parametro de desempenho da aleta na forma:

(167)

1/2
R EYICETS
k30,

A equacio caracteristica é escrita como > —m’ =0 de forma que 7 =*m. Para

duas raizes reais e distintas, a solucao da Eq. (166) tem a seguinte forma:
O(x)=Ce™ +Ce™ (168)
A derivada da Eq. (168) com relagdo a x tem a seguinte forma:

49 _ mCe™ —mC,e™ (169)
dx

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (148) obtém-se:
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de

=mC,e™ —mC,e =0=C, =C, (170)
dx|, -

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (149) e utilizando o resultado

da Eq. (170) obtém-se:

mi =m — — H
B(x=b)=C,e™ +Ce™ =6, = C, = b +be""” (171)
Substituindo os resultados das Egs. (170-171) na Eq. (168) obtém-se:
_ emx +e—mx
Q(X) - 8b W (172)

Sabendo que e™ +e ™ =2cosh(mx) e €™ +e ™ =2cosh(mb) pode-se

reescrever a Eq (172) na seguinte forma:

cosh(mx)

=6, cosh(mb)

173)

A taxa real de transferéncia de calor da aleta pode ser calculada a partir da Eq.

(150), ou seja:

dg mb e—mb

q}) = kz&nase,aleta_ = k(5152)mcl (emb - e_mb) = k(5152)m0b emb_— (174)
dx| ., e +te

-mb

Sabendo que ™ +e™ =2cosh(mb) e €™ —e ™ =2sinh(mb) pode-se

reescrever a Eq. (174) na seguinte forma:
q, = k(0,0,)m8, tanh(mb) (175)

A taxa méaxima de transferéncia de calor é obtida pelo denominador da Eq. (1),

ou seja:
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b
qméximo,alaa = hlqsuperficiealetagb = hgh_[o dAuperficiealeta (x ) =

18, [ 23, +3,)dx = H2(3, + 6,)b16, (176)

A eficiéncia da aleta é entdo calculada pela Eq. (1) com os resultados das Egs.

(175-176), ou seja:

q, _ k(0,0,)m86, tanh(mb) _ mtanh(mb) _ tanh(mb)
2O +O)01,  2hE+8), " (mb)
k0,0,

[ ——

:mz

a77)

/7:

qméximo,ale ta

8.4-ALETA PINIFORME DE PERFIL ELIPTICO

Para a aleta piniforme eliptica mostrada na Fig. (19), a solu¢cdo mais adequada é

utilizar a Eq. (145) definindo as fun¢des f,(x) e f;(x) na seguinte forma:

h(x)=1m00, e % =0 (178)
R

ﬁ(x)=n(51+52)(1+p7+g—4+%+..} (179)

onde:

p=2;2 (180)

YN Y Y

4—52—-1

o

b x=a=0

Figura 19 — Aleta piniforme de perfil eliptico (Fonte: Kraus et al., 2001).
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Substituindo as Egs. (178-179) na Eq. (145), multiplicando por (1/70,0,) e

rearranjando obtém-se:

2 2 4 6
dé’_h(51+52>(1+1?_+p T +...J9—o (181)

> ko0, 4 64 256 -
A Eq. (181) é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem com
coeficientes constantes, linear e homogénea, cuja solucdo pode ser obtida a partir da

técnica da equacdo caracteristica. A Eq. (181) pode ser simplificada definindo o

parametro de desempenho da aleta na forma:

wa+o)(, vt pt . ot
m=|—— 227 1+p_+p_+p_+m (182)
k6,0, 4 64 256

~ s z . 2 2 —_
A equacdo caracteristica é escrita como ¢t —m” =0 de forma que f =%m. Para

duas raizes reais e distintas, a solucao da Eq. (181) tem a seguinte forma:
O(x)=Ce™ +Ce™ (183)

A derivada da Eq. (183) com relagdo a x tem a seguinte forma:

49 _ mCe™ —mC,e™™ (184)
dx

Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (148) obtém-se:
L mCe" —mC,e™ =0=C, =C, (185)
dx|, -

Aplicando a condi¢@o de contorno dada pela Eq. (149) e utilizando o resultado

da Eq. (185) obtém-se:
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H(X = b) = Clemb + Cle_mb = 617 = (j1 = % (186)
Substituindo os resultados das Egs. (185-186) na Eq. (183) obtém-se:
emx +e—mx
H(X) = 91; W (187)

Sabendo que e™ +e ™ =2cosh(mx) e €™ +e™ =2cosh(mb) pode-se

reescrever a Eq (187) na seguinte forma:

cosh(mx)

O(x) =6, cosh(mb)

(188)

A taxa real de transferéncia de calor da aleta pode ser calculada a partir da Eq.

(150), ou seja:

do

qb = kAbase,aleta

emh _e—mb 189
&l ( ) (189)

-mb

= k70,0,mC,(e" —e™") = kﬂé_lé_zmmbL
e te

Substituindo a definicdo de coshx, sabendo que sinhx=(I/2)(e* —e™),

substituindo esse resultado na Eq. (188) e rearranjando obtém-se:
q, = k(710,0,)m6, tanh(mb) (190)

A taxa méaxima de transferéncia de calor é obtida pelo denominador da Eq. (1),

ou seja:

b
qméximo,alﬁa = hlqsuperficiealetaeb = hgb.[(] d&uperficicaleta(x) =

4 4

b P2 )4 P6 — P2 )4 P6
ho, | mo, +o)|1+5—+EL-+ L+ ldx=hbmd +J,) 1+—+"—+—+..||6 (191
AR 2)[ 4 64 256 JX [ : 2)[ 4 64 256 » (1OD
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A eficiéncia da aleta é entdo calculada pela Eq. (1) com os resultados das Egs.

(190-191), ou seja:

n= g9  _ k(70,0,)m8, tanh(mb)
qméximo,alela p g P ! p o
hmo +o,)|1+—+"—+"—+..|bG
{m‘ 2)( 4 64 256 b
m tanh(mb) _ tanh(mb) (192)
h(51+52) 1+p72+p74+p76+m b mb
k5152 4 64 256

:m2

8.5-ALETA PINIFORME DE PERFIL CONICO

Para a aleta piniforme conica mostrada na Fig. (20), a equagdo do perfil é obtida

substituindo n = —1 na Eq. (147), ou seja:

[1-2.(-1)]
O, ( x \12--1i
2

()=

o |1
—

X
Zj (193)

2 2 2
de tal forma que 40 :i, [ fz(x)]2 2(%j e m =£(ij . Substituindo
dx  2b 2b dx 2\ b

esses resultados na Eq. (146), multiplicando por (4b” / 5172 ) e rearranjando obtém-se:

2
X d f+2xd—9—22—hbx0=0 (194)
dx dx kO,

A Eq. (194) é uma equagdo diferencial ordiniria de segunda ordem com
coeficientes varidveis, linear e homogénea, cuja solu¢do pode ser obtida a partir da

equacdo geral de Bessel, conforme o Apéndice. A Eq. (194) pode ser simplificada

definindo o parimetro de desempenho da aleta na forma m” = (2h/kd,) e definindo um

pardmetro M escrito da seguinte forma:
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M? =2m’b (195)

x=b x=0

Figura 20 — Aleta piniforme de perfil conico (Fonte: Kraus et al., 2001).

Assim, a Eq. (194) pode ser reescrita como:

2
xzd—f+2xd—6—M2x9=0 (196)
dx dx

Comparando a Eq. (196) com a Eq. (A15) obtém-se os seguintes coeficientes:

A=-1/2, B=0, C=1/2, D=i2M, p=2M e n=1. Esses resultados indicam o
CASO 3, cuja solucao geral é dada pela Eq. (A18), ou seja:

8(x) = x2[C.1,2M~ x) + C,K,(2M~x)] (197)

Na Eq. (197), para que existe um excesso de temperaturas finito em x =0, C,

deve ser nulo pois o termo K,(2M \/;) / \/; tendo ao infinito. Aplicando a condic¢io de

contorno dada pela Eq. (149) e substituindo C, =0 na Eq. (197) obtém-se:

g

0 1
b™21,2M~b) (198

O(x=b)=b"*C1,2M~b)=8,=C, =

Substituindo a Eq. (198) na Eq. (197) e rearranjando obtém-se:
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1,2M+x)
199
o= HU 1,eMAb) (1)

A taxa real de transferéncia de calor na aleta pode ser calculada a partir da Eq.

(150), ou seja:

de
dx

w7 d 1,2M~x)
= =k bl—| 8
qb kAbase,alela - ( 4 jdx|: [xj I (2M\/_)j|

w6, d|(b)”
K 7 b 2P 1 omy 200
( 4 Jll(ZM«/b) dx|:(xj ! x)} (200

x=b

A derivada com relagdo a x do lado direito da Eq. (200) pode ser determinada

com o auxilio do MAPLE, fornecendo o seguinte resultado:

1/2
d{(bj I(ZMJ_)} bl- 1(2MJ_)+M/;/_1 L2MAx) 200

Substituindo x = b na Eq. (201) e simplificando obtém-se:

d|(pY" M 1,2MAb)
E{(}j 11(2M\/})} ﬁ{z M) -2 } (202)

x=b

Substituindo a Eq. (202) na Eq. (200), utilizando a relacdo de recorréncia

L,(x)=1,(x) _(gj11 (x) com x=2M \/Z e rearranjando obtém-se:
X

7 6, 7 L,2MA/b)
L=k L,2MAJb) =k 6, 203
I ( jI(ZM\/_)\/_ (ZMAB) = ( j\/_ I(2M\/_) (209

A taxa maxima de transferéncia de calor é obtida pelo denominador da Eq. (1),

ou seja:
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b b
Qméximo,aleta = hAuperficiaaletagb =h gh _[0 ‘f3 (x)d(x) =h gh IO 27?3 (x)d(x) =

b4
he, | 2 (%jd(x) :h(g @bjﬁb (204)

A eficiéncia da aleta é entdo calculada pela Eq. (1) com os resultados das Egs.

(203-204) e pela definicdo de M da Eq. (195), ou seja:

k(iﬂij@ 1,2MAb)

_ g, _ 4 b " 1,eMb) _ my2L,2N2mb) _ 21,(22mb)
= - T = 2h = NG (205)
Qméximo,aleta h(z Jbbje}y P bll(zﬁmb) (mb)ll (2 Zmb)

——

=2
=m

8.6-ALETA PINIFORME DE PERFIL PARABOLICO CONCAVO

Para a aleta piniforme de perfil parabdlico concavo mostrada na Fig. (21), a

equacdo do perfil é obtida substituindo n = na Eq. (147), ou seja:

)m (206)

Nota-se uma indeterminacdo do tipo o/c0 que pode ser contornada utilizando a

regra de L’Hospital, ou seja, (1 - 2n)¥ / (2 - n) =2, fornecendo que:

5 2
£ (x) =j’(§j (207)

df(x) _ G (9 (—) diwf (5)4_
de tal forma que R [fz(x)] (2) P e PR S|

Substituindo esses resultados na Eq. (145), multiplicando por (bz/ Jb) e rearranjando

obtém-se:
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2
4 f +4x 99 o 2 g (208)
dx dx ko,

A Eq. (208) pode ser simplificada definindo o parametro de desempenho da aleta

na forma m* = (2h/ ko,) e definindo um pardmetro M escrito da seguinte forma:

M? =2m’b* (209)
Assim, a Eq. (208) pode ser reescrita como:

2
249, 499 _prg=0 (210)
dx dx

A Eq. (210) é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem com
coeficientes variaveis, linear e homogénea, conhecida por equagdo de Euler. A solugao
geral da equacdo de Euler € obtida fazendo a transformacdo v =Inx de tal forma que as

derivadas da Eq. (210) possam ser reescritas como:

d_&zﬁﬂzd_ﬁi(lnx):ld_ﬁ (211)

dx dvdx dvdx X dv

Figura 21 — Aleta piniforme de perfil parabdlico concavo (Fonte: Kraus et al., 2001).
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b e e v e e el

dxz_a dx _a;dv _E;E xde x* dv ; dx

O segundo termo do lado direito da Eq. (212) pode ser avaliado de maneira

similar a Eq. (211), ou seja:

d(d6/av) _d(dg/dv)dv _d’0 d (1n)=1 '

= = 213
dx dv  dx v dx x dv? @13)
Substituindo a Eq. (213) na Eq. (212) obtém-se:
d’6_ 1d6 . 146
— = —t—— 214
dx* X dv X dv? @14
Substituindo as Egs. (210) e (214) na Eq. (210) obtém-se:
2
X _de_9+i2d ? +4x(ld—0)—M26:O (215)
x“dv x" dv x dv
Rearranjando a Eq. (215) obtém-se:
2
d—f+3d—9—M29:0 (216)
dv dv

Com a transformag¢do v=1Inx, a Eq. (210) foi transformada em uma equacio
diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes, cuja solu¢do é obtida pela
equacdo caracteristica. A equacdo caracteristica é escrita como > +3t—M?> =0, cuja
solucdo € obtida pela férmula de Bhaskara:
9+4M*)"? (217)

t=-==

| W
o | =
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Para duas raizes reais e distintas (¢, e t,), a solugcdo geral da Eq. (216) tem a

seguinte forma:

O(v) = Cie" +C,e" (218)

Voltando a Eq. (218) a varidvel original x e sabendo que ¢"* = x obtém-se:

G

B(x)=Ce""* +C,e""* = Cix" + Cox" = Cx" +—
x 2

(219)

A temperatura na extremidade da aleta deve ser finita e da Eq. (219) tem-se

entao:

B(x=0)=C,0" + OC_2 = finito = C, =0 (220)

——

00

Aplicando a condi¢@o de contorno dada pela Eq. (149) e utilizando o resultado

da Eq. (220) obtém-se:

B(x=b)=Cb" =6,=C, = 5—5] (221)

Substituindo os resultados das Egs. (220-221) na Eq. (219) obtém-se:
x )
0(x)=6, (Ej (222)

A taxa real de transferéncia de calor da aleta pode ser calculada a partir da Eq.

(150), ou seja:

2 gt 2
@y = kAo e @ - /{ L Ji{@ (fj } = M[—3 +(9+4M*)"] (223)
x=b x=b

dx| _ 4 Jax| "\ b 8b
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A taxa maxima de transferéncia de calor é obtida pelo denominador da Eq. (1),

ou seja:

b b
qméximo,alaa = hIAsuperficicaletagb = th'L f:i('x)d('x) = th J;) 2]]“2 (X)d(.X) =

he,[ 27%(%) d(x) :h[g @bj@b (224)

A eficiéncia da aleta é entdo calculada pela Eq. (1) com os resultados das Egs.

(223-224), ou seja:

2
,7: a5 - 8b :8hbl; [_3+(9+4M2)1/2]:
qméximo,aleta h(z@]bje})
S [-3+9 +8(mb)* 1= ) ~[=3+4/9 +8(mb)*1(225)
PN 4(mb)
ko,
Multiplicando e dividindo a Eq. (225) por [-3—4/9 + 8(mb)*] obtém-se:
_3[=3+,/9+8(mb)*] L3 — /9 +8(mb)* ] (226)
4(mb)* [-3=+/9+8(mb)’]
Rearranjando a Eq. (226) obtém-se:
2 _ 2 _ + 252
=2 319 +8(mb)” =349+8(mb)* = (9 +8(mb)*)’ _ 2 027

ﬂ 2 8 2
3(mb) 1+\/1+9(mb)

8.7-ALETA PINIFORME DE PERFIL PARABOLICO CONVEXO
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Para a aleta piniforme de perfil parabdlico concavo mostrada na Fig. (22), a

equagao do perfil é obtida substituindo n =0 na Eq. (147), ou seja:

1-2.0

2-0 V2
fr(x) = %(gj = %[gj (228)

12 2 2 2
de tal forma que M=Q(LJ . [A®) :(ij (f) e mzl(ij .
dx 4 \ bx 2 )\b dx b\ 2

Substituindo esses resultados na Eq. (146), multiplicando por (4bx/ J;) e rearranjando
obtém-se:

,d’8  df 2h
X + -

22 pxe=0 229
o d kg o

0

Figura 22 — Aleta piniforme de perfil parabdlico convexo (Fonte: Kraus et al., 2001).

A Eq. (229) ¢ uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem com
coeficientes variaveis, linear e homogénea, cuja solu¢do pode ser obtida a partir da

equacdo geral de Bessel, conforme o Apéndice. A Eq. (229) pode ser simplificada

definindo o pardmetro de desempenho da aleta na forma m’ = (2h/kJ,) e definindo um

pardmetro M escrito da seguinte forma:
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M? =2m*b"? (230)
Assim, a Eq. (229) pode ser reescrita como:

2
X d H+xd—0—M2x3/20=O (231)
27 dx

Comparando a Eq. (231) com a Eq. (A15) obtém-se os seguintes coeficientes:
A=0, B=0, C=3/4, D ZZ%M’ p :gM e n=0. e Esses resultados indicam o

CASO 3, cuja solucao geral é dada pela Eq. (A18), ou seja:
— 4 3/4 4 3/4
0(x)=Cl, ng +C,K, ng (232)

A temperatura na extremidade da aleta deve ser finita, ou seja, substituindo

x =0 na Eq. (232), obtém-se:

B(x=0)=C, LGMO“) +C, KOGMOWJ =finito= C, =0 (233)

=1 =00

Aplicando a condicdo de contorno dada pela Eq. (149) e substituindo o resultado

da Eq. (233) na Eq. (232) obtém-se:

4

O(x=b)= CIIO(EMij =0, =C, = Z

I, (4 Mb” “j
3

(234)

Substituindo as Eqs. (233-234) na Eq. (232) e rearranjando obtém-se:



223

O =6—— (235)
10( Mb“)
3

A taxa real de transferéncia de calor na aleta pode ser calculada a partir da Eq.

(150), ou seja:

de
qb = kAbase,alelad_
X

4 s
I|—M
=kﬂé;,2d60(3xj _
x=b 4

j % i{IO(EMﬂ“ﬂ (236)
4 ]0(4 Mb3/4j dx 3 x=b

A derivada com relacdo a x do lado direito da Eq. (236) pode ser determinada

com o auxilio do MAPLE, fornecendo o seguinte resultado:

Il (4 I (;‘ Mx” 4)
Substituindo x = b na Eq. (237) e simplificando obtém-se:
d| (4 . (: Mbwj
il Iy Yl =M >/
dx{IO(SMx ﬂx:b =M P (238)
Substituindo a Eq. (238) na Eq. (236) obtém-se:
4
I ( Mlﬂ“j
2 1
4= k[”fh jbﬁ/ 6, (239)
10(3 Mb“}
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A taxa maxima de transferéncia de calor é obtida pelo denominador da Eq. (1),

ou seja:

b b
qméximo,aleta = hAuperficicaletaHb = hgbj.o f‘3 (.X)d(.X) = hgbj.o 271‘2 (.X)d(.X) =

X

" 5 12 2
1o, | 2> (Zj d(x) =h(g nd,,bjeb (240)

A eficiéncia da aleta é entdo calculada pela Eq. (1) com os resultados das Egs.

(239-240) e pela defini¢do de M da Eq. (230), ou seja:

4
Il(Mij
k(ﬂé’,f} M, 3

4 )B4 (4 4
I be /4 I - 2 2b1/2 l/2b3/4
p=— b - 0(3 _3@mp)" 327 =
qméximo,alela h glﬂb 8 4 2h bbl/4 I i 2 Zbl/Z l/2b3/4
(3 ) ko, o33P
——

:ﬂ’lz

4
4 (mb)lo(: \/Embj

(241)

Na Fig. (23) podem ser vistas as curvas de eficiéncia para os seis tipos de aletas
piniformes mostradas anteriormente. Essas curvas s@o representacdes das Egs. (163),

(177), (192), (205), (227) e (241), sendo todas fun¢des do produto mb.

EXEMPLO 5: Aletas piniformes de perfil cilindrico, conico, parabdlico concavo e
parabdlico convexo estdo expostas a um meio com temperatura de 25 °C com
coeficiente de transferéncia de calor 4 =40 W/(m?.K). Em todos os casos, a temperatura
da base das aletas ¢ 100 °C e o material das aletas possui condutividade térmica
k =100 W/(m.K). O didmetro da base das aletas é 0,92 cm e o comprimento das aletas é

10 cm. Compare as eficiéncias e as taxas de dissipacao de calor de cada aleta.

Para todas as aletas:
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6,=T,~-T, =100-25=75°C
b=10/100 =0,100 m
3, =0,92/100 = 0,0092m

(a) para aleta piniforme cilindrica com 0, =d :

1/2 1/2
m= 4h = _ 440 =13,188m’!
kd 100.0,0092

mb =13,188.0,100=1,319

=0,657

n= tanh(mb) _ tanh(1,319)
mb 1,319

2 2
q, = k( L Jme,, tanh(mb) = 100{w}m,msvs.tanha,ﬁ% =570W
4 4

(b) para aleta piniforme de perfil conico:

on ) 240 )"
m= . ~9325m’!
% 100.0,0092

mb =9,325.0,100=0,9325

_ N20,0\amb) | N21,242.09325) | 214977 _ oo
(mb)I,(2N2mb) ~ (0,9325)1,(24/2.0.9325) 0,9325.2.8517

M =(2m*b)"* =(2.9,325%.0,100)"* =4,170

0 =k o\ M 1,2MAb) _ 100/ 770.0092" | 4170 . 1,(24.1704/0.100) _
’ 4 J\b 7 1,eMAb) 4 V0,100 T 1,(2.4,170.4/0,100)

2
1()0.[77.0,0092 j 4170 6 14960 _ o o

4 J0.100 " 72,8492

(c) para aleta piniforme de perfil parabolico concavo:

2 _ 2

n= =0,358

1+\/1+§(mb)2 1+\/1+§(0,9325)2

M =[2(mb)*1"* =[2(0,9325)*1"> =1,319

2 2
TG0, 3y (g4 4pgye) = TEL00.0.0092275

[-3+9+4.1319)"2]=2.480 W
8b 80,100

9

(d) para aleta piniforme de perfil parabdlico convexo:
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4 4
1| 2 2mb 1 24209325
,7=3\/§ 1(3\/_'”) 32 1(3\/_ j C3W2 12652

* (mb)lo(jﬁmbj 4 (0,9325)1{‘3‘&.0,9325) 4 09325.1,9353

b

M =[2m*b"*1"* =[2.9,325%0,100"%1"> = 7,416

5 M Il[:MWJ 000922 7416 11(;‘.7,416.0,1003/4j
,,=k( b] 9—:100.(”’ J 2107

1M g L0 7,
4 )b IO(:Mb3/4) 4 010 10(‘3‘.7,416.0,1003/4)

2
~100. 77.0,0092 . 7,41?4‘ .1,2652 =430
4 0,100 1,9353

Segue abaixo um resumo do desempenho das quatro aletas:

Perfil da aleta Y q, (W)
Cilindrico 0,657 5,70
Conico 0,796 3,45
Parabdlico concavo 0,858 2,48
Parabdlico convexo 0,744 4,30

— Cilindrica, Retangular, Eliptica
~ Cobnica
0.9 S Céncava H
Convexa
0.8
T
c
.0
(2]
g 0.7
E
©
8
[y
0.6
0.5
04 | | | | | | |

| |
0 02 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
mb (adimensional)

Figura 23 — Grafico de eficiéncias para aletas piniformes.
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EXEMPLO 6: Tubos de cobre estdo fixados a uma placa de um coletor solar, com

espessura ¢, € o fluido de trabalho mantém a temperatura da placa acima dos tubos em
T,. Ha um fluxo térmico radiante liquido uniforme ¢, na superficie superior da placa,

enquanto a superficie inferior encontra-se isolada termicamente. A superficie superior
também esta exposta a um fluido a 7,,, que fornece um coeficiente convectivo uniforme
h.

a) deduza a equacdo diferencial que governa a distribuicdo de temperaturas T (x) em
regime permanente na placa e

b) obtenha uma solu¢cdo para a equacdo diferencial usando condicdes de contorno

apropriadas.
- .
Air
* T.h
L '1_

L A\ T

v | ——Absorber plate
T - p,. , »":-1,'.-_- - ._-."J',:L e : - -\_

!-‘. ‘ P - T 5 "

Working flmd—/ e

Working fluid

SOLUCAO: as consideracdes para esse problema sdo (1) regime permanente, (2)
conducdo unidimensional, (3) superficie inferior da placa isolada, (4) fluxo de radiagcdo
e coeficiente de transferéncia de calor uniformes, (5) temperatura da placa em x =0

corresponde a temperatura do fluido de trabalho 7}, (6) sem geracdo interna de energia

e (7) devido a simetria, somente metade da placa pode ser analisada. E utilizado um
volume de controle diferencial sobre a placa, conforme a figura abaixo, onde € feito um

balanco de energia, ou seja:

Diesy o A= h T,

d?-:'ad b_h__?_d?f'aﬂr ;d“ r1| x
_’_E!.-..._.}"T'_' R R AV RS ’O;[_Lf
Tx dx Dol E%L—'}

E@ - ES = 0 j E@ = ES j q)C + dqmd = q,r+dx + quO}’lV (242)
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As taxas de energia dq,,, 4., € dq., podem ser escritas como:

dql‘dd = q;ﬂd (dXXI) qx+dx = q_x + %dqx dx dqconv = h(dx x 1)(T - TOO) (243)
X
Substituindo a Eq. (243) na Eq. (242) e rearranjando obtém-se:

rad

=94, 1) (244)
dx

A taxa de calor g, da Eq. (244) e sua derivada em relacdo a x podem ser

calculadas pela lei de Fourier, ou seja:

dT  dq d’T
= —k(rx1)— = = =~k = 245
s ( ) dx  dx dx* (243)

Substituindo a Eq. (245) na Eq. (244) e rearranjando obtém-se:

2
T ;
kt Ccllxz =T =T,)=~q,, (246)

Dividindo a Eq. (246) por kt e introduzindo a variavel 8(x) =T (x)—-T, com o

objetivo de eliminar uma das ndo homogeneidades obtém-se:

&0 hy_

£z - 247
dx*  kt kt 47
Definindo as varidveis m* = (h/kt) e S =—(q,,, / kt) na Eq. (247) obtém-se:
2
%f’ -m@=8§ (248)

As condi¢des de contorno para a solugdo da Eq. (248) sao:
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a9 99 < (249)
dx x=L dx x=L
T(x=0)=T, = 6(x=0)=T,-T, =6, (250)

A Eq. (248) é uma equacdo diferencial de segunda ordem com coeficientes
constantes € ndo-homogénea, cuja solugdo geral € obtida pelas solu¢cdes homogénea e
particular, ou seja:

O(x)=6,(x)+86,(x) (251)

A solucdo homogénea € obtida pela solu¢dao da equacdo caracteristica que tem a

seguinte forma:

-m*=0=>t=+m (252)

Como as duas solugdes da equagdo caracteristica sao reais e distintas, a solugao

homogénea € escrita da seguinte forma:

6,(x)=Ce™ +Cye™ (253)

Ja a solucdo particular pode ser determinada pelo método dos coeficientes

indeterminados, ou seja:

0,(x)=C=-m’C=S=C=-§/m*= 0,(x) =-S/m’ (254)

Assim, a solugdo geral da Eq. (248) € escrita como:

O(x) = Ce™ + Cye™ = S/m’ (255)

A derivada da Eq. (255) com relagado a x € escrita como:
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dg mx —=mx

o =mC,e™ —mC,e (256)
Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (249) obtém-se:

de — mL __ -mL _— —_ -2mL

— =mCe™ —-mCye™ =0=C, =Ce (257)

d'x x=L

Aplicando a condicdo de contorno da Eq. (250) e utilizando o resultado da Eq.

(257) obtém-se:

+ 2
B(x=0)=C,e ™™ +Ce™ - S/m* =6, = C, =% (258)
e
Substituindo a Eq. (258) na Eq. (257) obtém-se:
. 0 +S/m* _ 0 +S/m
C=Ce ™ =>C="0—e" (=20 259
1~ € R € 1T L 4 (259)
Substituindo as Egs. (258-259) na Eq. (255) obtém-se:
0 +S/m* 0 +S/m* _
O(x) =2 ) m _ [ 260
(.X) eZmL +1 € e—ZmL +1 € /m ( )
Rearranjando a Eq. (260) obtém-se:

o) =(0,+S/m) =6+ |-§/m’ 261
(X) ( o /m {eZmL +1 e—ZmL +1 /m ( )
Voltando as varidveis originais com exce¢do de m e rearranjando obtém-se:

T(X) _Too _f]md/h — 2eL + _f . (262)

YL_TOO_Qrad/h em +1 e " +1
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7z

EXEMPLO 7: Uma frigideira vazia é esquecida sobre uma chapa quente. Pode ser
assumido que a base da frigideira estd sujeita a um fluxo de calor uniforme ¢ . A
temperatura ambiente € T, e os coeficientes de transferéncia de calor sdo h, e h,. A
condutividade térmica, espessura, raio e altura da frigideira sdo k,0,R e L,

respectivamente. Determine a distribuicdo de temperaturas em regime permanente na

frigideira.

V;ﬁ 1
77
2R— /g
Iy fiq éa’
R R

& T

hg

&=

g w

i

DM
h"!
AMMHETIMRY

IR

SOLUCAO: as consideracdes para esse problema sdo (1) regime permanente, (2)
condugdo unidimensional, (3) coeficientes de transferéncia de calor uniformes, (4) sem
geragdo interna de energia e (5) sem efeito de radiacdo térmica. Desprezando a variacdo
de temperaturas ao longo da espessura, pode-se assumir que a distribuicdo de
temperaturas na frigideira é unidimensional, sendo radial na base e axial nas paredes
laterais. Isso sugere que o problema pode ser analisado em termos de dois dominios por
conveniéncia matematica. O primeiro dominio engloba as paredes laterais da frigideira

conforme a figura abaixo:

Side walls
28
0 First
l . domain
v
L / L _ %’3_" ] Bystem
Jii.l }11
-y ———
A
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Um balango de energia em um volume de controle diferencial na parede lateral

fornece que

i . d
Ee = Es = Qx = QX+dx + dqconvl + dQconvZ = qx = Qx + qu d‘x + dqwnvl + dQconvZ (263)
X

A lei de Fourier e a lei do resfriamento de Newton sdo escritas como:

g, =-ka, (264)
dx

dqmnvl = h’ldArl (Ti - TOO) (265)

dqconVZ = h’ldASZ (Ti - TOO) (266)

A éarea da secdo transversal € a drea de uma coroa circular limitada por duas

circunferéncias de raios externo e interno R e R — 0, respectivamente, ou seja:

A, =R ~n(R-0) =R -~ 1R’ +27R - 118" = 27RS (267)

-0

As éreas superficiais para a convec¢ao podem ser calculadas como:

dA,, = 271(R - 0)dx = 27Rdx — 272dx = 27Rdx (268)
-0
dA,, =27Rdx (O<<R.dA,=dA,,) (269)

Substituindo as Egs. (264-269) na Eq. (263) e rearranjando obtém-se:

&, 2

yEREY- (1 -7.)=0 (270)
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Definindo g/(x)=T,(x)-T, € m/ :% e substituindo na Eq. (270) obtém-se:

5126?1
dx*

-mi§ =0 271)

A solucdo da Eq. (271) € obtida pela equacdo caracteristica, cujas raizes sao

* m,, e asolucdo geral € escrita como:

6 (x) = C, sinh(m,x) + C, cosh(m,x) (272)

O segundo dominio engloba a base da frigideira conforme a figura abaixo:

e
hg 0
—dr
T
T _"—é‘ System
: 27 Second 7
G % domain 7
Bottom
L
¥ ¢'Pdr
Um balanco de energia em um volume de controle diferencial na base fornece
que:

Ee = Es = Qr + q"dAc = qr+dr + dgconv = Qr + q"dAc = qr +

4, 4 +dg. (273)
dr

A lei de Fourier e a lei do resfriamento de Newton sdo escritas como:

dr,

—2 274
" (274)

q, = kA,

dq,,,, = hdA (T, - T,) (275)
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A area da secdo transversal e a érea superficial de conveccdo podem ser

calculadas como:

A =270 (276)

dA, =1 +drf - = ° +27wdr+ Uiy’ - 17 = 2174y 277)

-0

Substituindo as Eqs. (274-277) na Eq. (273) e rearranjando obtém-se:

&°T, dT, _ h,

__q
M o)=L 278
ar . dr rkd(z 2= 278)

ko

Definindo 8,(x)=T,(x)-T,, m; :% e nZz—a_, substituindo na Eq. (279),

multiplicando por r e rearranjando obtém-se:

2
P —‘;f} - r‘;—% - rzmz{ﬁz - i) =0 (279)

De maneira a simplificar o trabalho algébrico, pode-se definir uma variavel
auxiliar 8,=6,-n/m? de tal forma que d@,/dr=d8,/dr e d*6,/dr* =d*8,/dr.

Substituindo esses resultados na Eq. (279) e rearranjando obtém-se:

d’6, dé, '
g gy e =0 (280)

A Eq. (280) é uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem com
coeficientes variaveis, linear e homogénea, cuja solu¢do pode ser obtida a partir da
equacgao geral de Bessel, conforme o Apéndice. Comparando a Eq. (280) com a Eq. (15)

do Apéndice, obtém-se os seguintes coeficientes: A=0, B=0, C=1, D=im,,
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p =m, e n=0. Esses resultados indicam o CASO 3, cuja solucdo geral € dada pela Eq.

(18) do Apéndice. Em termos da varidvel original 8,, obtém-se:

6,(r) = C,1,(m,r) + C,K, (myr) + — (281)

2

Desprezando a transferéncia de calor pela superficie superior das laterais, pode-

se escrever as condicdes de contorno na seguinte forma:

a8 _, (282)
dx x=0
6(1)=6,(r) (283)
kd_‘gz = 4] (284)
dl" r=R dx x=L
a6, =0 ou 6,(r=0)="finito (285)
dr .-
A derivada das Egs. (272) e (281) tem a seguinte forma:
ci—il = m,C, cosh(m,x) + m,C, sinh(m,x) (286)
a;l—% =m,C,1, (mzr) -m,C,K, (mzr) (287)
Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (282) obtém-se:
dg

e =m,C, cosh(m,0) + m,C, sinh(m,0)=0=C, =0 (288)
X x=0
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Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (285) obtém-se:

dd_ﬁz = m,C,I,(m,0) = m,C, K, (m,0) = 0= C, =0 (289)
r =0 — N

=0 =00

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (283) e utilizando os resultados

obtidos nas Eqgs. (288-289) obtém-se:

C, cosh(m L) = C,I,(m,R) +% (290)

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (284) e utilizando os resultados

obtidos nas Eqgs. (288-289) obtém-se:
C,m, sinh(m,L) + Cym,I,(m,R) =0 (291)

As Egs. (290-291) formam um sistema de duas equagdes e duas incognitas para

a determinacdo de C, e C,, que ap6s manipulagdo algébrica tem a seguinte forma:

C, = nl,(m,R) (292)
> m,[m,I,(m,R)cosh(m,L) + m I,(m,R)sinh(m,L)]

C =- mynsinh(m,L) (203)
3 2 R
m;, [m,1,(m,R)cosh(m,L) +m,1,(m,R)sinh(m,L)]

Substituindo as Egs. (288) e (292) na Eq. (272) obtém-se:

nl,(m,R) cosh(m,x)

6 (x) = :
my[m,I,(m,R)cosh(m,L) + m I ,(m,R)sinh(m,L)]

(294)
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Pode-se rearranjar a Eq. (294) colocando o termo m, cosh(m,L) em evidéncia no

denominador, passando o termo n/ m=q / h, para a esquerda e passando o termo

I,(m,R) do numerador para o denominador, ou seja:

G(x) _ cosh(m,x)/cosh(m,L) (295)
q /b, 1+ (m /my)|I,(m,R)/T,(m,R)] tanh(m, L)

Substituindo as Egs. (289) e (293) na Eq. (281) obtém-se:
6,(r) = - nm, sinh(m, L)1, (mzr) L (296)

n[m,1,(m,R)cosh(m L) + m1,(m,R)sinh(mL)] m;

Pode-se rearranjar a Eq. (296) colocando o termo n/m? =q /h, em evidéncia e
passando-o para a esquerda, passando o termo m, sinh(m,L) do numerador para o

denominador e colocando o termo [,(m,R) em evidéncia no denominador, ou seja:

6,(r) _ 1— 1,(m,r)/1,(m,R)
q/h 1+ (m, /m)|I,(m,R)/ I,(m,R)|coth(m,L)

(297)

EXEMPLO 8: Uma aleta de se¢do transversal constante A e comprimento 2L possui

uma taxa volumétrica de geracdo de energia uniforme g. Metade da aleta esta isolada e

a outra metade troca calor por convecc¢do. O coeficiente de transferéncia de calor é he a

temperatura ambiente é 7,. Determine a distribuicio de temperaturas em regime

permanente ao longo da aleta.

le L <. L \,..l
E\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ l 1, T'x: ‘
P
0 m
> q _
AU NN NN h T
sLon

SOLUCAO: as consideracdes para esse problema sdo (1) regime permanente, (2)
conducdo unidimensional, (3) coeficiente de transferéncia de calor uniforme, (4) com

geragdo interna de energia uniforme (5) condutividade térmica constante e (6) radia¢ao
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térmica desprezivel. Como metade da aleta estd isolada enquanto a outra metade troca
calor por conveccdo, duas equacdes diferenciais sdo necessarias. Para a metade isolada,

0<x< L, aequacdo diferencial é obtida por um balanco de energia diferencial:

E-FE+E =0=q —q., +adV=0=q —q. - dx + 4(Adx) = 0 = Y= = 44 (298)
e K g x x+dx x x dx dx

Utilizando a lei de Fourier na Eq. (298) obtém-se:

2 .
d( kAd—TJ—L}A:d( kd—T)_q:dTwﬁ:o (299)
dx dx dx dx k

Para a segunda metade da aleta, L<x<2L, a equagdo diferencial também ¢é

obtida por um balanco de energia diferencial:

EL‘ - ES + Eg = O :> qx - q)(+d)( - dqct)nv + q.dV = O :> q)( - qx - dci?xx dx - dqconv + q.dV = 0 (300)

Utilizando a lei de Fourier e a lei do resfriamento de Newton na Eq. (300) e

dividindo o resultado por Adx obtém-se:

d’T, h
dx® kA

Q
O

a“ .
- (7, -, )+k (301)

A éarea da secdo transversal da aleta pode ser escrita em termos do perimetro da

secdo da aleta como sendo dA, = Pdx. Substituindo esse resultado na Eq. (301) e

definindo m’ = hP/kA obtém-se:

d’T,

2

d’T,

2

- T (302)

00

—mz(T2—Tm)+%:0:> —sz2 =—

>

dx

Para as Eqgs. (299) e (302) sdo necessarias quatro condi¢cdes de contorno, ou seja:



dr,
dx

x=0

T(x=L)=T,(x=L)

dr| _dr,

d'x x=L d'x x=L

a|

dx x=2L

A solucdo da Eq. (299) € obtida por dupla integracao, ou seja:

2 . )

d 72] +€:0:>£:—ﬂ+cl ST =-L +cx+c,

x> k dx k 2k
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(303)

(304)

(305)

(306)

(307)

A solugdo homogénea da Eq. (302) é obtida pela técnica da equacgdo

caracteristica, ou seja:

d’T,,
s

Ja a solugdo particular da Eq. (302) € obtida como:

q

2

T,,(x)=C = -m’C = —%—szm —C=

2 00

+T, =T, (0) =L +T
km

A solucdo geral da Eq. (302) € a composicado das Egs. (308-309), ou seja:

2

T,(x) = C, sinh(mx) + C, cosh(mx) + kq +T,
m

A derivada da Eq. (310) com relagdo a x € escrita como:

m'T,,=0=1t -m’ =0=>t=tm=T,,(x) = C,sinh(mx) + C, cosh(mx) (308)

(309)

(310)
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% = mC, cosh(mx) + mC, sinh(mx) 311)
X
Aplicando a condi¢do de contorno da Eq. (303) juntamente com o resultado da

Eq. (307) obtém-se:

dr,

- 4Oy c=0=c =0 (312)
dx | -, k

Aplicando condi¢ao de contorno da Eq. (304) juntamente com os resultados das

Egs. (307) e (310) e utilizando o resultado da Eq. (312) obtém-se:

- 72

_4L 4 ¢ = ¢ sinh(mL) + C, cosh(m) +—4-+T, =
2k km

2

.12 .

C, =T, +95 + 94 ¢ sinh(nL) +C, cosh(mL) (313)

2k km?

Aplicando a condicdo de contorno da Eq. (305) juntamente com os resultados

das Egs. (307) e (311) e utilizando o resultado da Eq. (312) obtém-se:
gL _ .
—7 =mC, cosh(mL) + mC, sinh(mL) (314)

Aplicando a condi¢do de contorno da Eq. (306) juntamente com o resultado da

Eq. (312) obtém-se:
mC, cosh(2mL) + mC,sinh(2mL) = 0= C, = —-C, tanh(2mL) (315)
Substituindo a Eq. (315) na Eq. (314) e rearranjando obtém-se:

_qL 1
Y km tanh(2mL) cosh(mL) —sinh(mL)

(316)



Substituindo a Eq. (316) na Eq. (315) e rearranjando obtém-se:

_4qL tanh(2mL)
> km sinh(mL) — tanh(2mL) cosh(mL)

Substituindo as Egs. (316-317) na Eq. (313) e rearranjando obtém-se:

gL’ + q _4qL tanh(2mL) sinh(mL) — cosh(mL)

C=T,+ > .
2k km~  km tanh(2mL) cosh(mL) —sinh(mL)

Substituindo as Egs. (305) e (318) na Eq. (307) e rearranjando obtém-se:

T(x)-T, _ l + I 1 tanh(ZmL)sinh(mL) —cosh(mL) _ l(ﬁ}z
Lﬁ 2 (mL)*> (mL) tanh(2mL)cosh(mL) —sinh(mL) 2\ L
k

Substituindo as Egs. (316-317) na Eq. (310) e rearranjando obtém-se:

T,(x)-T, _ 1 + 1 cosh(mx) —tanh(2mL) sinh(mx)
LLZ (mL)> (mL) tanh(2mL) cosh(mL) —sinh(mL)
k
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317)

(318)

(319)

(320)

EXEMPLO 9: Uma barra delgada com area de secdo transversal A e comprimento 2L é

aquecida eletricamente por uma corrente elétrica I. A resisténcia elétrica da barra por

unidade de comprimento é R,. A superficie da barra € resfriada por convec¢do por um

fluido com temperatura 7T, e coeficiente de transferéncia de calor /. As extremidades da

barra também estdo a temperatura T,.

a) obtenha a equacdo diferencial para a distribuicdo de temperaturas ao longo da barra e

estabeleca as condi¢des de contorno para o problema,
b) resolva a equagao diferencial do item anterior,
c¢) determine a posi¢do na barra onde ocorre a menor temperatura e

d) calcule o valor dessa temperatura.
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SOLUCAO: as consideracdes para esse problema sdo (1) regime permanente, (2)
conducdo unidimensional, (3) coeficiente de transferéncia de calor uniforme, (4)
geracio interna de energia uniforme e (5) sem efeito de radiacdo térmica. E utilizado um
volume de controle diferencial sobre a barra, onde € feito um balangco de energia, ou

seja:
E -E+E =0=q,+¢dV =q,, +dq,, =g, +q4dV =q, + %dx +dg, (321
X

Substituindo a Lei de Fourier, a lei do resfriamento de Newton e sabendo que a

geragdo uniforme de energia é devido a conversao de energia elétrica em energia

térmica, (g = R;,I : / A), a Eq. (321) pode ser reescrita como:

'r2

kI Adx:i(—kAd—Tjdx+hdAs(T—Tm) (322)
A dx dx

Dividindo a Eq. (322) por kAdx sabendo que dA /dx=P e fazendo

m’ = hP/kA obtém-se:

d’T RI’
= -m(T-T,) =~ (323)
dx

As condi¢des de contorno da Eq. (323) sdo escritas como:
T(x=0)=T1, (324)
au (325)
dx x=L

Definindo a varidvel excesso de temperaturas &(x)=T(x)-T,, pode-se

reescrever as Eqgs. (323-325) na seguinte forma:



243

2
‘jle -m'@=- o (326)
8(x=0)=0 (327)
do
—= =0 (328)
dx| .,

A Eq. (326) é uma equacdo diferencial de segunda ordem com coeficientes
constantes e ndo-homogénea, cuja solucdo é obtida pelas solugdes homogénea e

particular, ou seja:

0(x)=6,(x)+86,(x) (329)

A solu¢ao homogénea € obtida pelas solugdes da equacdo caracteristica que tem

a seguinte forma:

-m=0=>r=+m (330)

Como as duas solucdes sao reais e distintas, a solucio homogénea € escrita da

seguinte forma:
6, (x) = C,sinh(mx) + C, cosh(mx) (331)

Ja a solucdo particular pode ser determinada pelo método dos coeficientes

indeterminados, ou seja:

R
hP

RI . R I

6,(x)=C=-m’C=- ) i

= 6,(x)= (332)

Assim, a solu¢do da Eq. (326) € escrita como:
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' r2
6(x) = C, sinh(mx) + C, cosh(mx) + IZeIIJ (333)

A derivada da Eq. (333) com relagdo a x € escrita como:

dé

I = mC, cosh(mx) + mC, sinh(mx) (334)
X
Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (328) obtém-se:
de .
d_ =mC, cosh(mL) + mC, sinh(mL) =0= C, = —C, tanh(mL) (335)
X x=L

Aplicando a condi¢@o de contorno dada pela Eq. (327) e utilizando o resultado

da Eq. (335) obtém-se:

2 ' y2
6(x = 0) = —C, tanh(mL)sinh(m0) + C, cosh(m0) + ]Zeé =0=>C, = —% (336)

Substituindo a Eq. (336) na Eq. (335) obtém-se:

‘72

RI
C, =—“—tanh(mL 337
=P (mL) (337)

Substituindo as Egs. (336-337) na Eq. (333) obtém-se:

72 72 '12

RI RI R
B(x) =—— tanh(mL) sinh —-—£ h +— 338
(x) WP anh(mL) sinh(mx) WP cosh(mx) WP (338)

Rearranjando a Eq. (338) obtém-se:

' r2
R [ anh(nL)sinh(mx) - coshm) +1] (339)

o="p
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Voltando as varidveis originais e rearranjando a Eq. (339) obtém-se:

% = tanh(mL) sinh(mx) — cosh(mx) +1 (340)

hP

O ponto de menor temperatura pode ser obtido igualando a derivada da Eq.

(340) em relacdo a x igual a 0, ou seja:

' r2
% = Rello [mtanh(mL)cosh(mx) — msinh(mx)] =0 = x =L (341)

Pode ser verificado através do sinal da derivada segunda da Eq. (341) aplicada

em x =1L, que esse ponto minimiza a temperatura. O valor da menor temperatura ¢

entdo determinado substituindo o resultado da Eq. (341) na Eq. (340), ou seja:

T

min

(x=L)-T,
RI’
hP

=@, =tanh(mL)sinh(mL) —cosh(mL) +1 (342)

EXEMPLO 10: Uma fina folha de plastico de espessura ¢ e largura W € aquecida em um
forno até uma temperatura 7. A folha se move sobre uma correia transportadora com
velocidade U. Ap6s a saida do forno ela € resfriada por conveccdo com o ambiente a
temperatura 7. O coeficiente de transferéncia de calor € 4. Assuma regime permanente

com radiacdo desprezivel e sem transferéncia de calor entre a folha e a correia

transportadora. Determine a distribui¢do de temperaturas na folha de plastico.
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SOLUCAO: Existem aplicacdes onde uma material troca calor com as
vizinhangas enquanto se move através de um forno ou de um canal. Exemplos incluem a
extrusdo de plésticos, extracdo de arames e folhas e o escoamento de liquidos. Tais
problemas podem ser modelados como aletas modveis com as devidas hipéteses do
modelo. Na figura abaixo pode ser visto um processo de extracdo de um corpo com uma
velocidade U através de rolos. Esse corpo troca calor por radiacdo com a vizinhanga,

convecc¢do com 0 meio € entdo sua temperatura varia com a distancia.

— T %
. \ c~ dh
hT mh —  —> m‘(h +—dx)
o dx dx
r, —* —U [ | 4,
q, —> >, + —* dx
- dx
dx

As consideracdes para a formulagdo de um modelo matematico sdo: (1) regime
permanente, (2) sem geracdo de energia, (3) k constante, (4) velocidade constante, (5)
pressao constante, (6) corpo cinza e (7) pequena superficie localizada em uma grande

vizinhanca. Um balanco de energia em um volume de controle diferencial fornece:

Ee = E\ = qx + mhx = QX+dx + mh +dx + dqmnv + dqmd (343)

X

Reescrevendo ¢, € A, utilizando séries de Taylor obtém-se:

q,tmh_=q_+ %dx + m(hx + dh, dx) +dq, B +dq,., (344)
dx dx

As taxas de calor por condugao, convecgao e radiacio sdo escritas como:

d’T
dx2

dq. _d [ _
dx dx( kA,

ar
dx

g =k, % = )=, (343)
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dq,,,, =hdA (T -T,) (346)
dq,,, = £0dA (T* - T.) (347)

Substituindo as Eqs. (345-347) na Eq. (344) e rearranjando obtém-se:

2
_kArr f{xf dx+mciZ: dx+hdAv(T_Too)+£0dA?(T4 _]::;Z):O (348)

Fazendo m = pUA, , dh, =cpdT, admitindo c, constante € dividindo a Eq.

(348) por dx obtém-se:

dA

aT Ly n A (r-7.)+ gag"(T“ ~T3)=0 (349)

’T
P +pUA,c,—+h

d
A, dx dx

Dividindo a Eq. (349) por (-kA,,) obtém-se:

viz

d’T pUc,dT h d g0 dA
AT b 0 B 50
dx k dx kA, dx kA, dx
A Eq. (350) é a forma geral do balanco de energia diferencial para um aleta
movel com velocidade constante U. Para o problema em anélise, a 4rea superficial e a

area da secdo transversal podem ser escritas como:

A(x)=wx+2ec=(W + 2t )x = ‘ZAS =W +21 (351)
X

A =Wt (352)

Deprezando a troca de calor por radiacao térmica, substituindo as Eqgs. (351-352)

na Eq. (350) e rearranjando obtém-se:
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2 Uc + +
d{_p , dT _ h(w 2t)T+h(W Zt)Tm:o (353)
dx k dx kWt kWt
Definindo os parametros b = - PUc, , €= —Mﬂo e m’ = —M,
2k kWt kWt
pode-se reescrever a Eq. (353) como:
2
d €+2bﬂ+m2T:c (354)
dx dx
As condi¢des de contorno desse problema sdo:
T(x=0)=T, (355)
T(x - )= finito (356)

A Eq. (354) € linear, de segunda ordem, com coeficientes constantes e ndo-

homogeénea, cuja solucdo € da seguinte forma:

T(x)=T,(x)+T,(x) (357)

A solucdo homogénea € obtida através da equacgao caracteristica:

P +2bt+m* =0=>t=-b++\b* —m? (358)

A solucdo homogénea € entao escrita como:

(359)

A solucdo particular nesse caso deve ser uma constante C, de tal forma que:
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m2C=c:>C=#:>TP(x)=C=— (360)

A solucdo geral da Eq. (354) € a composicado das Egs. (359-360), ou seja:

R o)

T(x)=Ce

Aplicando a condic¢do de contorno dada pela Eq. (356) obtém-se:

(—b+m)m (—b— b2 -m? )oo C .
T(x - @)=Ce +C,e +— =finito= C, =0 (362)
- 00 -0 m

Aplicando a condi¢@o de contorno dada pela Eq. (355) e utilizando o resultado

da Eq. (362) obtém-se:

T(x:O)=C2e(_b_ b -m )0 +i:7; =C,=T - < (363)

2 2
m m

Substituindo as Eqgs. (362-363) na Eq. (361) e retornando as varidveis originais

obtém-se:

h(W + 2t) pUc, pUc, 2 (W +21) ’ h(W + 2t)
v ][ o [T ] Ko
- . " (364)
° h(W +21) h(W +21)

kWt kWt

Rearranjando a Eq. (364) obtém-se:

T -T, 2k 2k kWt

0 0

2
T(x)-T, — exp pUCp _\/[,OUCPJ +h(W+2I) X (365)
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A seguir serdo analisadas trés configuracdes mais elaboradas de aletas. Sera
dada énfase na formulacdo de cada problema juntamente com as condi¢des de contorno.
A andlise matematica serd feita com o auxilio do MAPLE juntamente com um exemplo

numérico.

EXEMPLO 11: Uma aleta em cascata usualmente é composta de uma aleta longitudinal
de perfil retangular acoplada a uma aleta longitudinal de perfil triangular conforme a

figura abaixo. O comprimento total da aleta é b, sendo b, o comprimento da aleta de
perfil triangular e b, —b, o comprimento da aleta de perfil retangular. A aleta em
cascata esta exposta a um ambiente com temperatura 7., e devido as areas superficiais

distintas, os coeficientes de transferéncia de calor para a aleta de perfil triangular e

perfil retangular sdo, respectivamente, i, e h,. A espessura de ambos os perfis na base
sdo iguais e denotadas por J,. As condutividades térmicas dos perfis triangular e
retangular sdo, respectivamente, k, e k,. A profundidade do conjunto € igual a we a
temperatura na base da aleta de perfil retangular é 7,. Desenvolva um modelo

matematico unidimensional em regime permanente para o conjunto considerando
k, =k, e h =h,. Resolva esse modelo utilizando o MAPLE juntamente com um

exemplo numérico. A rotina de céalculos pode ser vista no arquivo MAPLEl.mw. Os

dados para a solugdo sdo: k=100W/(m.K), w=0,005m, 7, =100 °C, T, =30 °C,

f=05 N,=10, L=b,—b =0,05m.

e T

—T, . h, T, .h
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SOLUCAO: as consideracdes para esse problema sdo (1) regime permanente, (2)
conducao unidimensional, (3) coeficiente de transferéncia de calor uniforme, (4) sem
geragdo interna de energia e (5) sem efeito de radiacdo térmica. A equacgado diferencial
para a aleta longitudinal de perfil retangular é dada pela Eq. (16), que em termos da

variavel T, € reescrita como:

d’T, 2h
dx; —k—@(Tz—Tw):o b <x<b, (366)

A equacdo diferencial para a aleta longitudinal de perfil triangular é dada pela

Eq. (29), que em termos da variavel 7] € reescrita como:

2
xd§+ﬁ—2—hbl(7;—Tw)=0 0<x<bh, (367)
dx> dx kO,

As condi¢des de contorno para esse problema sao:

T (x = 0) = finito (368)
T(x=b)=T,(x=h) (369)
dar|  _dT, (370)
dx|., dx|.,

T,(x=b,) =T, (371)

As Egs. (366-371) podem ser reescritas utilizando os seguintes adimensionais:

~
|

=

o~

v 2hb?

_T°° X = =1
9 bz’ k5b 9

*
-T, b,

D
I

, 6, = f N} = fN; (372)

3
|

o3

3

As Egs. (366-371) sdo entdo reescritas como:
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e -N;8,=0 f<x<i1 (373)

XZ;% +Z—§—N126?1:0 0<sX<f (374)

8.(X =0) = finito (375)

6(X=f)=6,(X=/) (376)

fl_f(’l :z_% (377)
X=f X=f

6,(X =1)=1 (378)

A taxa de transferéncia de calor no conjunto pode ser calculada utilizando a lei

de Fourier na base da aleta de perfil retangular, ou seja:

dL,|  _ kw1, -T,) dé,|

= k(O w)—2 379
= kO b dX| G7)

x=b,

EXEMPLO 12: Para reduzir a temperatura de um transistor na forma de disco, ¢ comum
acoplar a superficie do transistor um tubo cilindrico oco de alta condutividade térmica.
Assim, energia € transferida por condugdo ao longo da parede cilindrica e dissipada por
convecgdo para um fluido adjacente. Pode-se também fechar a superficie superior do
cilindro oco de maneira que energia também ¢ transferida por condugao ao longo da
capa superior e dissipada por convecgao para um fluido adjacente. Essa situacdo pode
ser vista na figura abaixo.

A temperatura do transistor em regime permanente é 7,, a espessura do cilindro
oco € w, a altura do cilindro oco é L, o raio do cilindro oco é r, o coeficiente de
transferéncia de calor na vertical é A, o coeficiente de transferéncia de calor na

horizontal é h, e a temperatura do ambiente é T,. Esse problema pode ser modelado
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utilizando dois dominios considerando condug¢do unidimensional em regime
permanente.

Calor € conduzido verticalmente através das paredes do cilindro que troca calor
por convecgao com o0 meio externo. No topo, esse calor € conduzido radialmente através
da capa superior até o centro do cilindro que troca calor por convec¢do com o meio
externo. Considera-se que somente as superficies externas do cilindro oco trocam calor
por convec¢do com o ambiente. Desenvolva um modelo matemético unidimensional em
regime permanente para o conjunto. Resolva esse modelo utilizando o MAPLE
juntamente com um exemplo numérico. A rotina de célculos pode ser vista no arquivo

MAPLE2.mw. Os dados para a solu¢do sdo: k=25 W/(m.K), h=300W/(m*>.K),
w=0,0003 m, L=0,009 m, r, =0,004 m, 7, =20 °C, 7, =100 °C

W
hoT, — s
—
X |
R
— WT. | L

T, T,

SOLUCAO: as consideracdes para esse problema sdo (1) regime permanente, (2)
conducdo unidimensional axial e radial, (3) coeficiente de transferéncia de calor
uniforme, (4) sem geracdo interna de energia, (5) sem efeito de radiacdo térmica e (6) a
condutividade térmica dos dois dominios ¢ a mesma. A equacdo diferencial para
conducio axial na parede cilindrica (DOMINIO 1) pode ser deduzida através de um
balanco de energia em um volume de controle diferencial extraido da parede.

Considerando que w<<r, a equacdo diferencial resultante € similar a Eq. (270) do
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EXEMPLO 7, com excec¢do de um fator 2 resultante da conveccao tanto interna quanto

externa. Tem-se entdo que:

(T,-T,)=0 (380)

h

Definindo os parametros mf = T e 6(x)=T(x)—T, pode-se reescrever a Eq.

(380) na seguinte forma:

2
46 26, =0 (381)

dXZ

A equacio diferencial para condugio radial na capa superior (DOMINIO 2) pode
ser deduzida através de um balanco de energia em um volume de controle diferencial

extraido da capa. Considerando que w<<r,, a equacgdo diferencial resultante € similar a

Eq. (278) do EXEMPLO 7, com excecdo da nio existéncia do termo contendo ¢

daquele exemplo. Tem-se entdo que:

(T, dT, by

PRI kWr(Tz -T,)=0 (382)

h,

Definindo os parametros m22 = ™ e 6,(x) =T,(x) - T, pode-se reescrever a Eq.

(382) na seguinte forma:

2
r—iﬁz + dd—fz —myré, =0 (383)

As condi¢bes de contorno para esse problema sdo escritas na variavel 6 na

seguinte forma:

G(x=L)=6, (384)
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8(x=0)=6,(r=r) (385)
dag| _déb, (386)
dx|._., dr r=r

6,(r =0) = finito (387)

A taxa de transferéncia de calor no conjunto pode ser calculada, por exemplo,

utilizando a lei de Fourier na base do DOMINIO 1, ou seja:

q= k@ﬂf;W)‘fd—zl (388)

x=L

EXEMPLO 13: Considere uma aleta que tem o formato de um Y, sendo composta de
trés aletas longitudinais de perfil retangular com profundidade L, conforme a figura

abaixo. A espessura de cada uma das trés aletas ¢ J, e o comprimento de cada aleta é
denotado por b,, b, e b,. Embora as trés aletas estejam em um mesmo ambiente a T,

cada uma tem o seu coeficiente convectivo em fung¢ido das diferencas entre as

geometrias. Esses coeficientes sdo identificados por #, h, e h,. As trés aletas sdo feitas

do mesmo material que tem uma condutividade térmica k.

hy

b3 5b= Too ’ h’3
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Desenvolva um modelo matemético unidimensional em regime permanente para
o conjunto. Resolva esse modelo utilizando o MAPLE juntamente com um exemplo

numérico. A rotina de calculos pode ser vista no arquivo MAPLE3.mw. Os dados para a
solugdo sdo: b =b,=b,=0,04 m, 0J,=0,0025 m, k=200 W/(m.K), ~=100
W/(m?>.K), g =40 W, g, =80 W, ¢, =20 W, L =0,2 m.

SOLUCAO: as consideracdes para esse problema sdo (1) regime permanente, (2)
conduc¢do unidimensional, (3) coeficiente de transferéncia de calor uniforme, (4) sem
geracdo interna de energia e (5) sem efeito de radiacdo térmica. A equagdo diferencial
para as trés aletas longitudinais de perfil retangular é dada pela Eq. (16), que em termos

das varidveis 7;, T, e T, sdo reescritas como:

&1, _2h,
——— (T -T.)=0 389
0 kdb(l w) (389)
d°T, _2h,
—=—-—=(T,-T)=0 390
e k@(z w) (390)
d&°T, _2h,

-—2(T,-T)=0 391
0 kdb(3 w) (391)

Definindo os pardmetros m’ :%, n, :%, m; :%, 6,(x)=T,(x)-T,,

6,(x)=T,(x)-T, e 6,(x) =T,(x) — T, pode-se reescrever as Eqs. (389-391) na seguinte

forma:
2
Zﬁ -m6 =0 (392)
d202 h
=m0, =0 (393)
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4’6,

2

m;6, =0 (394)

dx

Trés condi¢des de contorno sdo impostas estabelecendo as taxas de calor nas
bases das aletas. Outras trés condi¢des de contorno sdo escritas pela imposicdo da

igualdade de temperatura na juncao das trés aletas, definida como 8 =T, —T,. Essa seis

equagdes sao escritas como:

g =k %% (305)
d'x x=0

q, = —k(é;L)d—g2 (396)
dx x=0

¢, = —k(3, )% (307)
d'x x=0

G(x=b)=6 (398)

6,(x=b,)=8 (399)

6,(x=b)=8 (400)

O célculo da temperatura da juncao das trés aletas pode ser feito através de um

balanco de fluxos de calor na interface, ou seja:

d81| +d€2| +d03|
dx dx |, dx|

=0 (401)

x=by

x=b,
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10-EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Uma aleta com &area de secdo transversal constante A e comprimento L estd
mantida a 7, na sua base e isolada na sua extremidade. A aleta estd isolada até um

comprimento b a partir de sua base enquanto troca calor por convec¢do no comprimento
restante. A temperatura ambiente é 7, e o coeficiente de transferéncia de calor € h.
Determine a distribuicdo de temperaturas ao longo do comprimento da aleta e a taxa de

transferéncia de calor em regime permanente.

< b i [ —— >
ALLALALNLVAL LN h. 1. .
o 5 x U Z
9 %
ARTRRARIRRARR AN NN .
hT,

2) Um disco de raio R, e espessura O estd montado sobre uma tubulagio de vapor de
raio R,. A superficie do disco estd isolada de r =R, até r = R,. A superficie restante do

disco troca calor por convecgdo com o ambiente. O coeficiente de transferéncia de calor

€ h e a temperatura ambiente é 7. A temperatura da tubulacdo onde o disco esta
montado € T e a superficie em r =R estd isolada. Formule as equacOes governantes e

as condi¢cdoes de contorno e obtenha a distribuicdo de temperaturas ao longo do

comprimento do disco.

R, —
Ri=—___p
/""_"“*-Q b
h > TOO Y III PP 4 V999999 h i TOO
7 T > 7 S v
’ 7777771 ° |0 7 _ 4
h,T, < h.T,

3) Um cabo delgado de raio r, condutividade térmica k, densidade O e calor

o
especifico ¢, move-se através de um forno com velocidade U e deixa a forno com
temperatura 7. Existe geracdo de energia térmica uniforme no interior do cabo a uma

taxa g como resultado da conversdo de energia elétrica em energia térmica. Fora do

forno o cabo ¢é resfriado por convecgdo. O coeficiente de transferéncia de calor é /1 e a
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temperatura do ambiente é T,. Modelo o cabo como uma aleta e assuma que ele é

infinitamente longo. Determine a distribui¢do de temperaturas em regime permanente

no cabo.

furnace

4) Um cabo delgado de raio r,

0°

condutividade térmica k, densidade 0, calor especifico
c, e emissividade £ move-se através de um forno com velocidade U e deixa a forno
com temperatura 7,. Fora do forno o cabo € resfriado por radiagdo por uma vizinhanca

com temperatura 7,

viz*

Em certos casos a condugao axial pode ser desprezada. Introduza

essa simplificacdo e considere o cabo como sendo infinitamente longo. Modelo o cabo
como uma aleta e determine a distribui¢cdo de temperaturas em regime permanente no

cabo.

//_.7\

sur

) e/p

&

furnace

5) Um fio delgado de didmetro d, calor especifico ¢,, condutividade térmica k e
densidade © move-se com velocidade U através de um forno de comprimento L.
Energia na forma de calor € transferida ao fio no forno através de um fluxo de calor
uniforme ¢,. Distante da entrada do forno o fio estd com temperatura 7,. Assuma que

nao ha troca de calor com o fio antes de sua entrada no forno e depois de sua saida do

forno. Determine a temperatura do fio em regime permanente na saida do forno.
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6) Um fio delgado de didmetro d tem o formato de um lago circular de raio R. O lago

gira com velocidade angular constante &. Metade do lago circular passa através de um
forno onde é aquecido por um fluxo de calor superficial uniforme ¢,. A metade restante

do fio é resfriada por convecgdao. O coeficiente de transferéncia de calor é h e a

temperatura do ambiente é T,,. O fio tem condutividade térmica k, densidade QO e calor
especifico ¢,. Modelo o fio como uma aleta e determine a distribui¢@o de temperaturas

em regime permanente no fio.

TN @
hT, d
R
Y qf \
furnace

7) Um cabo delgado de raio r, move-se com velocidade U através de um forno de

4

comprimento L. O fio entra no forno com temperatura 7, e € aquecido por conveccdo. O

coeficiente de transferéncia de calor é i e a temperatura do ambiente do forno é T,.

Modelo o cabo como uma aleta e determine a temperatura em regime permanente do

cabo deixando a forno.

hT U

o0 '/'//

| . > —=-
, 777X
T. furnace °
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CAPITULO 5

CONDUCAO BIDIMENSIONAL EM REGIME
PERMANENTE

Condugao bidimensional em regime permanente € governada por uma equacao
diferencial parcial de segunda ordem. A solugcdo para esse tipo de problema deve
satisfazer a equacdo diferencial e quatro condicdes de contorno. O método da separacdao
de variaveis sera utilizado para construir essa solu¢do. Serdo mostradas inicialmente as
ferramentas necessarias para a aplicacdo desse método. Na sequéncia serdo apresentados
diversos exemplos resolvidos para ilustrar a aplicacdo desse método na solugdo de

problemas de conducdo de calor bidimensionais.
1-A EQUACAO DE CONDUCAO DE CALOR

Inicialmente examinaremos a equagdo diferencial governante para condugdo de
calor bidimensional. Considerando condu¢do de calor em regime permanente com
propriedades constantes e escolhendo duas coordenadas de maneira arbitraria, as Egs.

(41), (65) e (87) do Cap. (1) sao simplificadas e reescritas como:

2 2 5
0_f+a_f_l p9T LT |, 4 _ )
ox~ 0dy- a\ Ox oy ) k

2 V 5
li(ra_Tj+i20T_l v, L o0 ), 4 @
ror\_ or) r’og al\ "or r o) k

2 V .
%i(rza_Tj.F%a_T_l Vra_T+‘_¢,6_T +9-9 3)
r?or\_ or) r’sin@0¢ al "or rsin@op) k
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As Egs. (1-3) levam em consideragdao movimento bidimensional e geragao interna
de energia. Para o caso especial de meio estaciondrio sem geracdo interna de energia, as

Egs. (1-3) sdo reescritas como:

e +_y2 =0 “4)
1o( oT) 10°T

— | r—|+——=0 5
rdr[r OrJ r’ oy ©®)

oT 1 9T
= r—|+———=—==0 6
r Or[ OrJ r’sin’ @ a7 ©
As Egs. (1-3) com ¢ =0 e as Eqgs. (4-6) sdo casos especiais de uma equagdo

diferencial mais geral escrita na seguinte forma:

2

2
fz(mg—f+f1<x>a—T+f0<x>T+g2<y)a—f+gl(y)a—T+go(y)T:o o
X Ox oy oy

A Eq. (7) € uma equacio diferencial parcial de segunda ordem, homogénea e com
coeficientes variaveis, que pode ser resolvida pelo método da separacao de varidveis para

um conjunto especificado de condi¢des de contorno.
2-METODO DE SOLUCAO E LIMITACOES

Uma aproximagdo para resolver equacdes diferenciais parciais € o método da
separacdo de varidveis. A idéia basica dessa aproximacdo € substituir a equacdo
diferencial parcial por um conjunto de equagdes diferenciais ordinarias. O nimero de
equagoes diferenciais ordindrias € igual ao nimero de variaveis independentes da equagao
diferencial parcial. Assim, para conducdo bidimensional em regime permanente, a

equacdo de difusdo € substituida por duas equagdes diferenciais ordinérias. Existem duas

limitagdes importantes desse método:
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1) Ele € aplicavel em equacdes lineares. Uma equagao ¢ dita linear se a variavel
dependente e suas derivadas aparecem elevadas a primeira poténcia e se ndo houver o
produto entre a varidvel dependente e suas derivadas. Assim, as Egs. (1-7) sdo lineares;

2) A geometria da regido deve ser representada por um sistema de coordenadas
ortogonal. Exemplos sdo: quadrados, retangulos, cilindros e esferas maci¢os ou ocos,
secoes de cilindros e esferas. Isso exclui problemas envolvendo tridngulos, trapézios e

outros dominios de formato irregular.

3-EQUACAO DIFERENCIAL HOMOGENEA E CONDICOES DE CONTORNO
HOMOGENEAS

Como a homogeneidade de equacdes lineares desempenha um papel crucial no
método da separacdo de varidveis, € importante entender o seu significado. Uma equagao
linear é dita homogénea se ela ndo se alterar quando a varidvel dependente for
multiplicada por uma constante. A mesma defini¢do serve para as condi¢des de contorno.
Utilizando essa defini¢do para checar a Eq. (1), multiplica-se a variavel dependente T por
uma constante ¢, faz-se a operacdo de derivada e divide-se a expressdo resultante por c,

obtendo-se:

q _
+ 2L =0 8
s )

2+ _
2

== U2l vy 2l
ox~ ody «a

0°T ,o°T 1(, 0T 0T
Ox dy
Nota-se que a Eq. (8) ndo é idéntica a Eq. (1). Assim, a Eq. (1) é dita nao-
homogénea. Entretanto, substituindo 7 por ¢T na Eq. (4) ndo altera a equagdo. Diz-se
entdo que a Eq. (4) € homogénea. Para aplicar esse teste em condi¢des de contorno,

considere a condi¢do de contorno convectiva:

- ka—T =T -T,) )
Ox

Substituindo T por c¢T na Eq. (9) obtém-se:

49T h(T_Ej (10)
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Como a Eq. (10) ¢é diferente da Eq. (9), a Eq. (9) é nao-homogénea. Para o caso
especial de 7, =0, a Eq. (9) torna-se homogénea. O método da separacdo de varidveis
pode ser estendido para resolver problemas onde a equacdo diferencial e/ou as condi¢des
de contorno sdo ndo-homogéneas. Para isso deve-se realizar algum tipo de transformacgao
matematica na variavel dependente para garantir que a equagao diferencial parcial e pelo
menos trés das quatro condi¢des de contorno sejam homogéneas. Por exemplo, se for

definida a variavel 8(x) =T(x)—T,, a Eq. (9) é rescrita como:

068
-k—=ho 11
P (11)

Dessa forma, substituindo @ por c¢@ na Eq. (11) ndo altera a equagdo. Diz-se

entdo que a Eq. (11) é homogénea na variavel 6.

4-PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO DE STURM-LIOUVILLE:
ORTOGONALIDADE

Conforme descrito no item 2, a idéia basica do método da separacdo de varidveis
€ substituir a equagdo diferencial parcial por um conjunto de equacdes diferenciais
ordinarias. Tal conjunto pertence a uma classe de equagdes diferenciais ordinarias de
segunda ordem chamada de problemas de valor de contorno de Sturm-Liouville. A forma

geral da equacd@o de Sturm-Liouville é:

d’ d

dx‘fl +a,(0) % +[a,(x) + Xy (x)]g, =0 (12)
A Eq. (12) pode ser reescrita da seguinte forma:

%[p(x)%} +g(x) + Aw(x)lg, =0 (13)

onde
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p=d™ (14)
q(x) = a,p(x) (15)
W(x) = a,p(x) (16)

As seguintes observagdes podem ser feitas com relacao as Eqgs. (12-13):

1) A funcdo w(x) é chamada de func¢do peso,
2) As Egs. (12-13) representam um conjunto de n equagdes correspondentes a n

valores de A . As solugdes correspondentes sdo representadas por ¢, ,

3) As solugdes ¢, sdo conhecidas como fungdes caracteristicas.

Uma propriedade importante do problema de Sturm-Liouville, que € utilizada na

aplicacdo do método da separagdo de variaveis, ¢ chamada de ortogonalidade. Duas
funcdes, ¢ (x) e ¢, (x), sdo ortogonais dentro de um intervalo (a,b) com relagio a fungéo

peso w(x), se:

[20g,wxdx=0  nzm (17)

As fungdes caracteristicas do problema de Sturm-Liouville sdo ortogonais se as

fungdes p(x), g(x) e w(x) sdo reais, e se as condi¢gdes de contornoem x =a eem x =b

sd0 homogéneas e escritas na seguinte forma:

¢, =0 (18)
dg,

L=0 19
ph (19)

dg
w + 6’_” = 0 20
" dx 20)
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onde [ € uma constante. Entretanto, o caso especial de p(x) =0 em x =a ouem x =5,

essas condi¢des podem ser estendidas para incluir:

¢.(a) = ¢,(b) 1)

dg,(a) _ dg,(b)
dx dx

(22)

Em problemas de transferéncia de calor, as condi¢des de contorno dadas pelas
Egs. (18-20) correspondem a temperatura zero, fronteira isolada e superficie com
conveccdo, respectivamente. J4 as Eqs. (21-22) representam a continuidade de
temperatura e fluxo de calor, respectivamente. Serdo apresentados a seguir diversos
exemplos de problemas de conduc¢do de calor bidimensionais na qual o procedimento de
solucdo sera detalhado de maneira sistematica. No final desse capitulo, como uma
extensdo do procedimento apresentado, sera analisado um problema de condugao de calor

tridimensional em regime permanente.

EXEMPLO 1 - CONDUCAO BIDIMENSIONAL EM UMA PLACA RETANGULAR

Considere conduc¢do bidimensional em regime permanente na placa estacionaria
mostrada abaixo. Trés lados estdo mantidos a uma temperatura igual a zero. Ao longo do
quarto lado a temperatura varia espacialmente com x. Determine a distribuicdo de

temperaturas 7'(x,y) na placa.

(1) Observacgoes. (i) esse é um problema de conducdo bidimensional em regime
permanente, (ii) Sao necessarias quatro condi¢cdes de contorno e (iii) trés condicdes de

contorno ja sao homogéneas.

(2) Origem e coordenadas. Antes de escrever as condicdes de contorno, uma origem
para os eixos coordenados € necessaria. Embora vérias escolhas sejam possiveis, algumas
sao mais adequadas que outras. Em geral, ¢ conveniente selecionar a origem na
interseccdo das duas condi¢des de contorno mais simples e orientar os eixos coordenados

tal que eles estejam paralelos as fronteiras da regido sob consideracdo. Essa escolha
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resulta na forma mais simples de solucao e evita manipulagdes algébricas desnecessarias.

Assim, a origem e os eixos coordenados foram selecionados conforme pode ser visto na

Fig. (1).

y ( T'=f(x)
e

r=0 W HHBC

\_/V\\V—/'“—ﬂ
0 > X
o\ 7=0

Figura 1 — Esquema do EXEMPLO 1.

~
Il
<

.

(3) Formulacao.

(i) Consideracoes. (1) conducao bidimensional, (2) regime permanente, (3) sem geracao
de energia, (4) condutividade térmica constante e (5) placa estacionaria.
(ii) Equacao governante. A equacio de conducdo para esse problema é dada pela Eq.

(4), ou seja:

o7, 0T
x> 9y’

=0(H.)

(iii) Variavel independente com duas condicoes de contorno homogéneas. A variavel,
ou direcdo, que possui duas condicdes de contorno homogéneas € identificada
examinando as quatro condi¢des de contorno. Nesse exemplo, as fronteiras em x =0 e
x =L possuem condi¢des homogéneas. Assim, a varidvel x tem duas condi¢des de
contorno homogéneas. Como esse detalhe tem grande importancia no procedimento de
solucdo, ele foi destacado na Fig. (1) por uma seta ondulada identificada por 2 HBC (duas
condic¢des de contorno homogéneas).

(iv) Condic¢oes de contorno. As quatro condi¢des de contorno requeridas estdo listadas
na seguinte ordem: comecando pelas duas fronteiras na varidvel que possui duas

condi¢des de contorno homogéneas e finalizando com a condi¢do nao-homogénea.
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Assim, nessa ordem, as trés primeiras condi¢des sao homogéneas e a quarta € nao-

homogénea. Tem-se entio que:
(1) T7(0,y)=0 (H.)

(2) T(L,y)=0 (H)

(3) T(x,0)=0 (H.)

4) T(x,W)= f(x) (N.H.)

(4) Solucio.

(i) Assumindo solucao produto. Estamos procurando uma solucio 7'(x,y) que satisfaca
a Eq. (4) e as quatro condi¢des de contorno. Pode-se assumir que a solucdo pode ser
construida na forma de um produto de duas funcdes: uma que depende somente de x,

X (x), e outra que depende somente de y, Y(y). Assim:

T(x,y)=Xx)Y(y) (23)

O problema se resume em encontrar essas duas fungdes. Como a solugao deve
satisfazer a equacao diferencial do problema em anélise, pode-se substituir a Eq. (23) na

Eq. (4), ou seja:

O [XWY(] , O IXXY(W] _
ox” Ay’

(24)

ou

v(3) TXD 4 x (9 YD)
Ox

0 (25)

Separando as variaveis e rearranjando obtém-se:
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1 0°X(x) __ 1 8Y(y)
X(x) o0x’ Y(y) a9y’

(26)

O lado esquerdo da Eq. (26) é funcdo somente de x, F'(x), enquanto o lado direito

da Eq. (26) é fun¢ao somente de y, G(y). Assim:
F(x)=G(y) (27)
Como x e y sdo variaveis independentes, o que implica que uma pode ser alterada

independente da outra, as duas funcdes devem ser iguais a uma constante para que a

igualdade seja preservada. Assim, a Eq. (27) pode ser reescrita como:

I X __ 1 YW _, p (28)
X(x) o  Y(y) o’ "

onde A’ é conhecida como constante de separagdo. Algumas observagdes podem ser

feitas com relacdo a Eq. (28).

(1) A constante de separagdo estd elevada ao quadrado. Isso € somente por
conveniéncia. Como serd visto mais adiante, a soluc@o serd expressa em termos
da raiz quadrada da constante escolhida na Eq. (28). Assim, come¢ando com uma
constante elevada ao quadrado evita-se ficar escrevendo o sinal da raiz quadrada
em todo o procedimento de solugao.

(2) A constante tem um sinal negativo e outro positivo. Isso foi feito pois ambas as
possibilidades satisfazem a condicdo F(x)=G(y). Embora somente um sinal
forneca a solucao correta, nesse momento ainda ndo sabemos qual €. Essa escolha
deve ser feita antes de dar prosseguimento a solucgao.

(3) A constante tem um subscrito n que € introduzido para enfatizar que diversas
constantes podem satisfazer a condi¢do F(x)=G(y). As constantes A,,4,,...A ,
sdo conhecidas como autovalores ou valores caracteristicos. A possibilidade de

uma dessas constantes ser zero também deve ser considerada.

(4) Eqg. (28) representa o conjunto de duas equagdes:



270

2
IX 2x, =0 (29)

2
4l sy, =0 (30)
dy

Ao escrever as Egs. (29-30) o sinal de /]fl deve ser analisado com cautela. Como
A, representa diversas constantes, cada uma dessas equagdes representa um conjunto de
equagdes diferenciais ordinarias correspondente a todos os valores de A, . Esse € o motivo

pela qual o subscrito n é introduzido em X, e Y,. As fungdes X, e Y, sdo chamadas de

autofungdes ou fungdes caracteristicas.

(ii) Selecionando o sinal dos termos A’. Para prosseguir deve-se primeiramente escolher

um dos dois sinais nas Egs. (29-30). Para isso deve-se retornar a variavel, ou direcdo, que
possui duas condicdes de contorno homogéneas. A regra € escolher o sinal positivo para
a equacdo diferencial ordinaria representando essa varidvel. A outra equacao diferencial
recebe o sinal negativo. Nesse exemplo, conforme destacado na Fig. (1), a varidvel x

possui duas condicdes de contorno homogéneas. Assim, as Egs. (29-30) sao reescritas

como:

ﬂ+)I2X =0 (31)
€

‘f;—y?—Aixfo 2

Caso a escolha dos sinais seja invertida, serd obtida a solugao trivial do problema.
(iii) Solucao das equacoes diferenciais ordinarias. O procedimento da separacdo de

varidveis permitiu que ao invés de solucionar a equacdo diferencial parcial dada pela Eq.
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(4), deve-se solucionar o conjunto de equacgdes diferenciais ordinarias dadas pelas Eqgs.
(31-32). As Egs. (31-32) podem ser resolvidas pela técnica da equacdo caracteristica

conforme mostrado no Apéndice. Os resultados obtidos sdo:

X, (x)=A, sin(A x) + B, cos(A x) (33)
Y (y) =C, sinh(A, y)+ D, cos(A, y) (34)
De acordo com a Eq. (23), cada produto X,Y, é solugdo da Eq. (4). Assim:

T,(x,y) = X, (0¥, (y) (35)

Como a Eq. (4) € linear, segue que a soma de todas as solucdes também € uma

solucdo. Assim, a solugdo completa pode ser escrita como:
T(x,y) =) X,(0Y,(y) (36)
n=1

(iv) Aplicacao das condicoes de contorno. Para completar a solu¢do, as constantes
A, B,,C, D, e os valores caracteristicos A, devem ser determinados. As condi¢des de

contorno serdo aplicadas na ordem indicada no passo 3 descrito anteriormente. Assim, a

condic¢ado de contorno 1 fornece que:

T.(0,y)= X, (0)Y,(y)=0= X,(0)=0= A sin(A 0)+ B cos(4,0)=0= B =0  (37)
— — N

20 =0 =1

Aplicando a condi¢@o de contorno 2 e utilizando o resultado da Eq. (37) obtém-

S

T (L,y)=X,(L)Y,(y)=0=X,(L)=0=> A sin(A L) =0=>sin(1,L) =0
—— -

#0 %0

Ly e )
L' L L

n

AL=m2m3m..=> A =

~IN
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A Eq. (38) € chamada de equacgdo caracteristica. Todas as solucdes obtidas pelo

método da separacdo de varidveis devem incluir uma equacdo caracteristica para a

determinagdo dos valores de A . Aplicando a condi¢do de contorno 3 obtém-se:

T (x,0)= X, (x)Y,(0)=0=>Y,(0) =0 = C,sinh(4,0)+ D,cos(1 0)=0=D, =0 (39
£0 =0 =1

Com os resultados das Egs. (37) e (39) pode-se reescrever as Eqgs. (33-34) na

seguinte forma:

X, (x) = A sin(A x) (40)

Y (x) =C, sinh(A,y) (41)
Assim, a Eq. (35) é reescrita como:

T,(x.) = A, sin(A,x)C, sinh(4, y) 42)

Substituindo as Eq. (42) na Eq. (36) obtém-se:

T(x,y) = a,sin(A,x)sinh(4,y) (43)
n=1
onde a, =A,C,. A dltima incognita restante é a combinacdo de constantes a,. Para a

determinagdo de a, aplica-se a condi¢do de contorno 4 na Eq. (43), ou seja:

T(x,W)=f(x)= i a, sin(A, x)sinh(A W) (44)

n=1

A Eq. (44) nao pode ser resolvida diretamente para a obtengdo de a, por causa da

varidvel x e pelo sinal de somatério. Para prosseguir deve-se utilizar o conceito de

ortogonalidade conforme a Eq. (17).



273

(v) Ortogonalidade. A Eq. (17) € utilizada para determinar a,. Nota-se que a funcio
sin(A x) na Eq. (44) é a solucdo da Eq. (31). Ortogonalidade pode ser aplicada na Eq.

(44) somente se a Eq. (31) for uma equagdo de Sturm-Liouville e se as condicdes de
contorno em x =0 e x=L foram homogéneas da forma descrita pelas Egs. (18-20).

Comparando a Eq. (31) com a Eq. (12) obtém-se:
a(x)=a,(x)=0 e ay(x)=1 (45)

Utilizando os resultados da Eq. (45), obtém-se das Egs. (14-16) que

p(x)= ejaldx = eIde =1, g(x)=0.1=0 e w(x)=1.1=1. Como as duas condi¢des de
contorno de X, (x) =sin(A x) sdo homogéneas na forma descrita pelas Egs. (18-20),
conclui-se que as fungdes caracteristicas ¢, (x)=sin(4 x) e ¢, (x)=sin(Ad x) sdo
ortogonais com relacdo a funcido peso w(x) =1. Agora estamos prontos para aplicar a

ortogonalidade na Eq. (44) para determinar a,. Multiplicando ambos os lados da Eq. (44)

por w(x)sin(A x)dx e integrando de x =0 a x =L obtém-se:

[ Fw)sin(A, x)dx = j:{i a_sin(A x) sinh()an)}w(x) sin(A_x)dx (46)

Trocando o simbolo do somatdrio e da integral e sabendo que w(x) =1 pode-se

reescrever a Eq. (46) como:
L =2 eL
[ F0)sin(A,x)dx = a, sinh(A,W) D" [ 'sin(A,x)sin(4,, x)dx (47)
n=1

De acordo com o principio da ortogonalidade, Eq. (17), a integral do lado direito
da Eq. (47) é nula quando m# n. Assim, todas as integrais devido ao sinal de somatério

sdo nulas, exceto no caso quando m = n A Eq. (47) pode entdo ser reescrita como:

[ (0sin(4,)dx = a, sinh(AW)]["sin* (A, x)dx (48)
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A integral do lado direto da Eq. (48) pode ser calculada fazendo inicialmente a
mudanga de variaveis A x =a de tal forma que A dx =da. Substituindo esse resultado na

integral do lado direito da Eq. (48) obtém-se:

L., _ 1 L. 2
IO sin” (A, x)dx _/1_”'[0 sin” ada (49)

A integral da Eq. (49) pode ser calculada utilizando as identidades trigonométricas
sin®a+cos’a=1 e cos(2a) =cos’ a—sin’a de tal forma que sin’a = %[l -cos(2a)].

Substituindo esse resultado na Eq. (49) e rearranjando obtém-se:

L

1 1 1
)I_-[ sin” ada = —_[ { [d- cos(2a)]}da = —J. [(1-cos(2a)lda = J(d Esm(Za)j

n 0

L
%[/]nx —%sin(ZAnx)} = ZL/LL

n

[/]nL - lsin(2/1nL)} L A,0- lsin(2/1n0) =
o 2 24, 22—

L ar-Lanan =L - Lgnern=L- L[ 2271 |=L 50
22 2 2 4 2 4 L 2

n n n

=0

Substituindo a Eq. (50) na Eq. (48) e resolvendo para a, obtém-se:

LST(AW) j F(x)sin(A,x)dx (51)

A forma final da distribui¢do de temperaturas € escrita substituindo a Eq. (51) na
Eq. (43) e posterior substitui¢do da equagio caracteristica para A, , Eq. (38), na expressio

resultante, fornecendo o seguinte resultado:

T(x,y)= Zw: #I f(x) sm(ijdx sm(Tﬂxjsmh(T y] =1,2,3,...(52)
")

7=l I.sinh
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(5) Checando. Anilise dimensional. (i) o argumento do sin e do sinh devem ser

adimensionais. De acordo com a Eq. (38), A, tem unidade de (1/m). Assim, A x e Ay
sdo adimensionais e (i1) O coeficiente a, na Eq. (51) deve ter unidade de temperatura.
Como f(x) nacondicdo de contorno 4 representa temperatura, segue da Eq. (51) que a,
tem medida de temperatura. Se f(x) =0, a temperatura deve ser zero em todos 0s pontos
do dominio. Substituindo f(x)=0 na Eq. (51) obtém-se a, =0. Substituindo esse

resultado na Eq. (43) obtém-se T'(x, y) =0, conforme esperado.

(6) Comentarios: (i) a aplicacdo da condicdo de contorno ndo-homogénea leva a uma
equacgao contendo uma série infinita com coeficientes desconhecidos. Ortogonalidade é
utilizada para determinar esses coeficientes, (ii) na aplicacdo da ortogonalidade, é
importante identificar as funcdes caracteristicas e a fun¢do peso do problema de Sturm-
Liouville, (iii) a seguir serao apresentados diversos exemplos de soluciao de problemas de
condugdo de calor bidimensionais em regime permanente. Diversos aspectos de solug¢ao
sdo similares aos considerados no EXEMPLO 1. Assim, o procedimento de solucdo sera
mostrado de forma abreviada. Somente quando novos procedimentos matematicos
surgirem o procedimento de solucdo sera detalhado e (iv) uma rotina de calculos para esse

exemplo pode ser vista no arquivo MAPLE1.mw do MAPLE.
EXEMPLO 2 — PLACA SEMI-INFINITA COM CONVECCAO SUPERFICIAL

Considere conducdo bidimensional em uma placa semi-infinita estacionaria
conforme a figura abaixo. A placa troca calor por convec¢do com um ambiente a 7,,. O

coeficiente de transferéncia de calor € & e a altura da placa € L. Determine a distribuicdo

de temperaturas em regime permanente na placa semi-infinita.

yT 2 HBC
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Figura 2 — Esquema do EXEMPLO 2.

(1) Observacoes. (i) em x =oo, a placa atinge a temperatura do fluido e (ii) as quatro
condig¢des de contorno sdo ndo-homogéneas. Entretanto, definindo a varidvel excesso de
temperaturas 6(x,y) =T(x,y)—T,, trés das quatro condi¢des de contorno tornam-se

homogéneas, tornando o método da separagao de variaveis aplicavel.
(2) Origem e coordenadas. A Fig. (2) mostra a origem e 0s eixos coordenados.
(3) Formulacao.

(i) Consideracoes. (1) condu¢do bidimensional, (2) regime permanente, (3) coeficiente
de transferéncia de calor e temperatura ambiente uniformes, (4) condutividade térmica
constante e (5) sem geracdo de energia.

(ii) Equacoes governantes. Introduzindo a defini¢do do excesso de temperaturas na Eq.

(4) obtém-se:

T  0°T 0’0 9’6
L +E s0H) > 2+ —2=0(H. 53

(iii) Variavel independente com duas condicoes de contorno homogéneas. Em termos

de 8, adire¢do y possui duas condi¢des de contorno homogéneas. Assim, a direcdo y na

Fig. (2) estd marcada com uma seta ondulada indicando 2 HBC.

(iv) Condicoes de contorno. As quatro condi¢cdes de contorno para esse problema sio:

(1) k@ = H[T(x,0)-T.](N.H.) = k@ = h6(x,0) (H.)
y
2) - k% =HWT(x,L)-T.](NH) = —k% = h8(x,L) (H.)
y

(3) T(,y) =T, (N.H.)= 6(e0,y) =0 (H.)

@) T0,y)= f(y) (NH)=60,y) = f(y) - T, (N.H.)
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(4) Solucao.
(i) Assumindo solucio produto. Tem-se entdo que:
O(x,y) = X(0)Y(y) (54)

Substituindo a Eq. (54) na Eq. (53), separando varidveis e igualando a uma

constante obtém-se:

2
%i}f %dz =+A (55)
X y

Assim, considerando que A, pode assumir diversos valores, a Eq. (55) pode ser

reescrita em termos de duas equacdes diferenciais ordinarias, ou seja:

d’X
——r+ 22X =0 56
dx® o (56)
€
2
%i/ﬁYHZO (57)
y

(ii) Escolhendo o sinal dos termos Afl. Como a variavel y tem duas condi¢des de

contorno homogéneas, o termo A2Y, na Eq. (57) deve ser sinal positivo. Assim:

d’X,
dx’

_Aan =0 (58)
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2
ey, =0 (59)
dy

(iii) Solucoes das equacoes diferenciais ordinarias. As Eqs. (58-59) podem ser
resolvidas pela técnica da equacdo caracteristica conforme mostrado no Apéndice. Os

resultados sdo:
X, (x)=A, exp(-A,x)+ B, exp x) (60)
Y,(y) =C,sin(A,y) + D, cos(A,y) (61)

Correspondente a cada valor de A, existe uma solugio para a distribui¢do de

temperaturas 8 (x,y). Assim:

6,(x,y) =X, (Y, (y) (62)

A solucdo completa tem a seguinte forma:
O(x.y) =2, X, (0Y,(y) (63)
n=1

(iv) Aplicacao das condicoes de contorno. Nesse problema a aplicacdo das condicdes
de contorno exige uma preparacdo prévia das Eqgs. (60-61) pela necessidade das derivadas
dessas expressoes, conforme as condi¢des de contorno 1 e 2. Da condi¢do de contorno 1

sd0 necessarias as seguintes expressoes:

‘Z—i" - a%[X,xxnc(y)] = Xn<x>a%[my>] = Xn<x>a%[cn sin(4,y) + D, cos(4,y)] =
X, (A [C,cos(A,y)— D, sin(A,y)]
00,(x,0)

n-'n

=X, (x)A,[C,cos(A,0)—D, sin(A,0)]= X, (x)C, A (64)
ay —_ —

=1 =0
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6,(x,0)=X,(x)Y, 0) = Xn(x){cn sin(A,0) + D, cos(A, O)} =X,(x)D, (65)
=0 =1
Utilizando os resultados das Egs. (64-65) e aplicando a condi¢do de contorno 1
obtém-se:
h
kX, (x)C A, =hX (x)D, = C, = (HJD” (66)

Da condic¢ado de contorno 2 sdo necessdrias as seguintes expressoes:

0 0 0 0 )
o= X, Y, ] = X, 0] = X, (021G, sin(4, ) + D, cos(A, )] =
y Oy Oy 0y
X, (0A,[C, cos(A,y) =D, sin(4, y)]
% =X, (x)A [C, cos(A L)—D,sin(A L)] (67)
y
6.(x,L)=X,(x)Y,(L) = X, (x)[C, sin(A,L) + D, cos(A L)] (68)
Utilizando os resultados das Egs. (67-68) e aplicando a condi¢do de contorno 2
obtém-se:
—kX,(x)A,[C, cos(A L)—D, sin(A L)]=hX, (x)[Cn sin(A L)+ D, cos(/]nL)] (69)

Substituindo o resultado da Eq. (66) na Eq. (69) e simplificando obtém-se:

n n

h . _.[ " .
kA, HkTJD" cos(A,L)—D, s1n(/]nL)} = hl:[ 5 JDn sin(A,L) + D, cos(A,L) (70)

Simplificando e rearranjando a Eq. (70) obtém-se:
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h . ___h|{ h .
(Hj cos(A L) —sin(A L) = ¥ K ¥ Jsm(/]”L) + cos(/]nL)} (71)

n n n

h . .
O termo N pode ser reescrito na seguinte forma:

n

h _hL 1 _ Bi
kA Tk AL AL

n

(72)

onde Bi=hL/ké o nimero de Biot. Substituindo o resultado da Eq. (72) na Eq. (71) e

rearranjando obtém-se:

AL _ Bi
o= Bl o cot(A L 73
B AL b )

n

A Eq. (73) é a equagdo caracteristica cuja solugio fornece os valores de A . Os

valores de A, podem ser obtidos numericamente pela solu¢do da Eq. (73) para um nimero

de Biot especificado. Na forma grafica, a solu¢do da Eq. (73) pode ser representada pela

Fig. (3). Aplicando a condi¢do de contorno 3 obtém-se:

B(c0,y) = X, ()Y (y) =0=[A, exp(—A, o)+ B exp(A,o)]Y (y)=0=B, =0 (74)

=0 =0c0 20

Com os resultados das Egs. (66, 72 e 74) pode-se reescrever as Eqgs. (60-61) na

seguinte forma:

X, (x)= A exp(-A x) (75)

Y,(3) :DKf_ZLJ sinuny>+cosuny>} (76)

n

Assim, a Eq. (62) é reescrita como:
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6,(x,y)=A D, exp(-A x)[(/]BlL sin(A,y) +cos(A,y) (77)

20

151

10+

5 L

0 L

_5 L

200t()\nL)
i ~ (\,UBI)BiA L) para Bi=05 | |
151 (A L/Bi)-(Bi/A L) para Bi=1,0 | |
— (A UBI)-(Bi/A L) para Bi=10,0
-20 ! I L] | I L[]
0 4 5 6 7 8 9 10

Figura 3 — Representacao grafica da Eq. (73).

Substituindo a Eq. (77) na Eq. (63) obtém-se:

O(x,y) = Za exp(—4 x)K Ljsm(/l y)+cos(A, y)} (78)

n=1

onde a, =A D,. A iltima incdgnita restante é a combinagdo de constantes a,. Para a

determinagdo de a, aplica-se a condi¢do de contorno 4 na Eq. (78), ou seja:

60.y)= f(5)~T. = a, exp(~] 0)[( . LJsmu »)+cos(4, y)}

n=1

fM-T.=Ya, H 5 Ljsmu y) +cos(4, y)} (79)

n=1
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A Eq. (79) ndo pode ser resolvida diretamente para a obtencdo de a, por causa da

variavel y e pelo sinal de somatério. Para prosseguir deve-se utilizar o conceito de

ortogonalidade conforme a Eq. (17).

(v) Ortogonalidade. A Eq. (17) € utilizada para determinar a,. Nota-se que a funcdo
[(Bi/ A,L)sin(A,y) +cos(A,y)] na Eq. (79) é a solucdo da Eq. (59). Ortogonalidade pode

ser aplicada na Eq. (79) somente se a Eq. (5§9) for uma equagdo de Sturm-Liouville e se

as condi¢cdes de contorno em y =0 e y = L foram homogéneas da forma descrita pelas

Egs. (18-20). Comparando a Eq. (59) com a Eq. (12) obtém-se:
aq(M)=a,(y)=0 e ay(y) =1 (80)

Utilizando os resultados da Eq. (80), obtém-se das Egs. (14-16) que

p(y) =eJuldy =eJ0dy =1, g(y)=0.1=0 e w(y)=1.1=1. Como as duas condi¢des de
contorno de Y,(y) =[(Bi/A,L)sin(A,y) +cos(A,y)] sdo homogéneas da forma descrita
pelas Egs. (18-20), conclui-se que as funcdes caracteristicas
¢, (y) =[(Bi/A,L)sin(A,y) +cos(A, ] e ¢,(y)=[(Bi/A,L)sin(A,y)+cos(A,y)] sdo
ortogonais com relacdo a funcio peso w(y)=1. Agora estamos prontos para aplicar a

ortogonalidade na Eq. (79) para determinar a,. Multiplicando ambos os lados da Eq. (79)

por W(YI[(Bi/A,L)sin(A,y) +cos(A,y)]dy e integrando de y=0 a y = L obtém-se:

I Lf(») - T]W(y)[[ L]sm(A y)+COS(/1my)}

I{Zaﬁ ' ]smu ¥ +cos(A, y)}w(yﬂ B L]smu,,,y>+cosu,,,y)}dy (81)

Trocando o simbolo do somatdrio e da integral e sabendo que w(y) =1 pode-se

reescrever a Eq. (81) como:

m

] sin(A,,y) + cos()lmy)}dy =

L Bi
[Lrom-t. ]Kﬂ
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o> Kf—ZLJ sin(4,y) + cos(Any)MAi—iLJsinumw + cos(A,m}dy (82)

n=1

De acordo com o principio da ortogonalidade, Eq. (17), a integral do lado direito
da Eq. (82) é nula quando m# n. Assim, todas as integrais que surgem devido ao sinal de

somatorio sdo nulas no caso quando m = n. A Eq. (82) pode entdo ser reescrita como:

[1rm-T. ]K

] sin(A,y) +cos(A, y)} dy

]sm(/] y) +cos(A, y)}dy a I H/]B_IL

l’l n

(83)
A integral do lado direto da Eq. (83) pode ser calculada fazendo inicialmente a

mudanga de variaveis A,y =a de tal forma que A dy=da. Substituindo esse resultado

na integral do lado direito da Eq. (83) obtém-se:

J( B, oyl Bi) . ’
J; H/]H_LJ sin(A y) + cos(/lny)} dy = /]—L K/LL_LJ sina + cos a} da (34)

n

A Eq. (84) pode ser reescrita utilizando o produto notivel quadrado da soma de

dois termos, ou seja:

. 2 . 2 .
ir B sina +cosa da=ir B sin® a+2 B sinacosa +cos’ a [da =
A AL | A OAL AL

B . 2 .
L ﬂ rsinz ada +?2 ﬂ rsinacosada+rcos2 ada
A, [\AL) % AL j% 0

n

(85)

A primeira integral do lado direito da Eq. (85) pode ser calculada utilizando a

identidade trigonométrica sin®a = %[1 —cos(2a)], conforme o EXEMPLO 1, ou seja:

L

jOLsinZada j { [1- cos(2a)} == j j [1- cos(2a)]da—%[a—%sin(2a)}

0
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l[/]nL —lsin(Z/]nL)} _l!/]n() —lsin(Z/an)} - AL sin(2A,L) (86)
2 2 2 22— 2

4

A segunda integral do lado direito da Eq. (85) pode ser calculada utilizando o
método da substituicdo. Nesse caso pode-se fazer u =sina de tal forma que du =cosada.

Substituindo esses resultados obtém-se:

ILsinacosada _ J.Ludu :u_zL _ sin® a|L _ sinz(/]ﬂ)’)|L _
o o > > | 5

0 0 0

sin®(A,L) _sin*(A,0) _sin’(A,L)
2 2 2

=0

(87)

A terceira integral do lado direito da Eq. (85) pode ser calculada utilizando as

. . . o . — 2 = 2
identidades trigonométricas sin’a+cos’a =1 e cos(2a) =cos a—sin"a de tal forma

que cos’a = %[l +cos(2a)]. Tem-se entdo que:

L

L L1 1 _1 1.
IO cos” ada —L {5[(1 + cos(2a)]}da = E.[o [A+cos(2a)lda = E[a +Es1n(2a)j

0

(88)

1 {/]HL o1 sin(2A, L)} 1 {/1” 0+ 1 sin(2A,0)
2 2 2 2 2

=0

} _AL_ sin@4,L)
4

Substituindo os resultados das Eqgs. (86-88) no lado direito da Eq. (85), utilizando

o resultado da Eq. (73) e rearranjando obtém-se:

1 J( Bi Z[AnL_sin(zAnL)}rz Bi \ sin*(A L) +[/1nL+sin(2/lnL)} _
A NAL)L 2 4 AL 2 2 4

(Lj{n( Bij ¥ 2BZ}(89)
2) T\ AL) T




285

Substituindo a Eq. (89) na Eq. (83) e resolvendo para a, obtém-se:

['1rm- Tmlﬁfﬂsmum . cos(&y)}dy

n

a, = 2 (90)
(Lj{ ( Bij 2Bi }
1+ +
2 AL} (AL

A forma final da distribui¢do de temperaturas € escrita substituindo a Eq. (90) na

Eq. (78) e voltando na variavel original, fornecendo o seguinte resultado:

- TMJHB"jsinM,,y) . cos(M)}dy

AL
T(x,y)=T,+)

pe=i (Lj[ (Bi jz 2Bi ]
=+ +
2 AL) ALy

exp(~A, X)X

K/\B_ZLJ sin(A,y) + COS(/‘ny):| 91

n

(5) Checando. Anéilise dimensional. (i) os argumentos do sin, cos e exp devem ser

adimensionais. De acordo com a Eq. (73), A, tem unidade de (1/m). Assim, A x, Ay e
AL sdo adimensionais e (ii) o coeficiente @, na Eq. (90) deve ter unidade de temperatura.
Como f(y) nacondicdo de contorno 4 representa temperatura, segue da Eq. (90) que a,
tem medida de temperatura. Se f(y)=T,, ndo ocorre transferéncia de calor na placa e
toda a placa estarda a T,. Substituindo f(y)=T7, na Eq. (90) obtém-se a, =0.

Substituindo esse resultado na Eq. (78) obtém-se que T'(x, y) =T, , conforme esperado.

(6) Comentarios: (i) a introducdo da variavel 8(x,y)=T(x,y)—T, tornou possivel a
transformacdo de trés das quatro condi¢cdes de contorno de ndo-homogéneas para
homogéneas, condi¢ao necessdria para a aplicacdo do método da separacdo de variaveis

e (i1) uma rotina de célculos para esse exemplo pode ser vista no arquivo MAPLE2.mw

do MAPLE.
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EXEMPLO 3 - PLACA EM MOVIMENTO COM CONVECCAO SUPERFICIAL

Uma placa semi-infinita de espessura 2L move-se através de um forno com
velocidade U e deixa o forno a uma temperatura 7,. Fora do forno a placa € resfriada por
conveccdo. O coeficiente de transferéncia de calor é & e a temperatura ambiente é 7.

Determine a distribuicdo de temperaturas bidimensional em regime permanente na placa.

T 2 HBC
? $ (
\. — >U L
f.'l(i';}x'" _____._._._._._______.i_._.______l/_..
HN — |
\ hT,
TO

Figura 4 — Esquema do EXEMPLO 3.

(1) Observacoes. (i) a distribui¢do de temperaturas € simétrica com relagdo ao eixo x, (ii)
em x =oo, a placa atinge a temperatura do fluido e (ii1) as quatro condi¢cdes de contorno
sd0 nao-homogéneas. Entretanto, definindo a varidvel excesso de temperaturas
O(x,y) =T(x,y)—T,, trés das quatro condi¢des de contorno tornam-se homogéneas.

(2) Origem e coordenadas. A Fig. (4) mostra a origem e 0s eixos coordenados.

(3) Formulacao.

(i) Consideracoes. (1) condu¢do bidimensional, (2) regime permanente, (3) coeficiente
de transferéncia de calor e temperatura ambiente uniformes, (4) condutividade térmica
constante e (5) sem geracado de energia.

(ii) Equacoes governantes. Introduzindo a defini¢do do excesso de temperaturas na Eq.

(4) obtém-se:
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2 2 U 2 2
afﬁf—pc" a—T:O(H.):a—§+0—§—2ﬁ%=O(H-) (92)
Ox~ Oy k Ox ox~ Oy 0x

com a variavel 8 sendo definida por:

:—pch

o 2k

(iii) Variavel independente com duas condi¢coes de contorno homogéneas. Em termos
de 6, a variavel y possui duas condi¢des de contorno homogéneas. Assim, a dire¢do y na
Fig. (4) estd marcada com uma seta ondulada indicando 2 HBC.

(iv) Condicoes de contorno. As quatro condi¢cdes de contorno para esse problema sao:

(1) T _ 41y = 990 _ 4y
dy 6]
Q) -k GTgx, D o yroeny -1, 181y = k995D _ pace 1y )
(3) T(0,y) =T, (N.H.)= 6(w0, y) =0 (H.)
4) T(0,y) =T, (NH)=6(0,y)=T,-T, (N.H.)
(4) Solucao.
(i) Assumindo solucio produto. Tem-se entdo que:
O(x,y) = X(0)Y(y) 93)

Substituindo a Eq. (93) na Eq. (91), separando varidveis e igualando a uma

constante obtém-se:

=+A (94)
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Assim, considerando que A, pode assumir diversos valores, a Eq. (94) pode ser

reescrita em termos de duas equacdes diferenciais ordinérias, ou seja:

2
ddxfn Y djxn £ X, =0 95)
€
2
%i/ﬁYn =0 (96)
y

(ii) Escolhendo o sinal dos termos /13[. Como a variavel y tem duas condicdes de

contorno homogéneas, o termo A’Y, na Eq. (96) deve ser sinal positivo. Assim:

n-n

d*X dX
n_2B-—r— X, =0 97
de 'B dx n n ( )
c
2
—62? +AY, =0 (98)
y

(iii) Solucoes das equacoes diferenciais ordinarias. As Eqs. (97-98) podem ser
resolvidas pela técnica da equacdo caracteristica conforme mostrado no Apéndice. Os

resultados sao:

X (x)=A exp(Bc+yF + X x)+B,exp(Bc—+ F + X x) (99)

Y, (y)=C,sin(A,y) + D, cos(4,y) (100)
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Correspondente a cada valor de A, existe uma solugdo para a distribui¢do de

temperaturas 8,(x,y). Assim:

6,(x,y) =X, (Y, (y) (101)

A solucdo completa tem a seguinte forma:

3= X,(WY,() (102)

n=1

(iv) Aplicacao das condicoes de contorno. Nesse problema a aplicacdo das condi¢des
de contorno exige uma preparacdo prévia das Eqgs. (99-100) pela necessidade das
derivadas dessas expressdes, conforme as condicdes de contorno 1 e 2. Da condi¢ado de

contorno 1 s3o necessdrias as seguintes expressoes:

96, = 9x,(0Y,(»]= X, 2 [r,(»] = X, 2C, sin(4,y) + D, cos(A, y)] =
dy dy dy dy
X, (0)A,[C, cos(A,y)—D, sin(A,y)]
96,x0) _ X, (x)A [C,cos(A 0)—D sin(A 0)]=0=C, =0 (103)
o o Y

Da condi¢ao de contorno 2 e utilizando o resultado da Eq. (103) sdo necessarias

as seguintes expressoes:

‘2—? = a%[xnum(y)] = Xn(x)%[n(y)] = Xn<x>:—y[cn sin(A,y) + D, cos(A, )] =
X, (x0)A,[C, cos(A, y)—D, sin(A, y)]
06,(x,L) _

5 -X (x)D,A sin(A, L) (104)
y
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8.(x,L)=X,(x)Y (L)=X,(x)D, cos(A L) (105)

Utilizando os resultados das Eqgs. (104-105) e aplicando a condi¢do de contorno 2

obtém-se:

kX ,(x)D A sin(A L) =hX (x)D,cos(A L) (106)

Simplificando e rearranjando a Eq. (106) obtém-se:
A, Ltan(A L) = Bi (107)

onde Bi=hL/ké o nimero de Biot. A Eq. (106) é a equagdo caracteristica cuja solugdo
fornece os valores de A,. Os valores de A, podem ser obtidos numericamente pela

solucdo da Eq. (107) para um ndmero de Biot especificado. Na forma gréfica, a solugcdo
da Eq. (107) pode ser representada pela Fig. (5). Aplicando a condicdo de contorno 3

obtém-se:

8(0,y) = X, ()Y, (y) =0=

[A exp(fo+4/ % + A2 o0)+ B exp(foo—+/ B> + AL00)]Y () =0= A =0(108)
\ﬁF‘J
0 =0

= = #0

Com os resultados das Egs. (103), (107-108) pode-se reescrever as Eqgs. (99-100)

na seguinte forma:

X, (x)=B,exp(Bc—+ F + X x) (109)
Y,(y)=D,cos(A,y) (110)

Assim, a Eq. (101) é reescrita como:

6.(x,y)=B,D,exp(Bc—+/ F + X x)cos(A y) (111)
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Substituindo a Eq. (111) na Eq. (102) obtém-se:
O(x,y) =Y a,exp(Bx—+ B + A x)cos(4,y) (112)
n=1

onde a, =B D,. A iltima incognita restante ¢ a combinacdo de constantes a,. Para a

determinagdo de a, aplica-se a condi¢do de contorno 4 na Eq. (112), ou seja:

60,y)=T, -T, = Zan exp(B0—+/ B> + A 0)cos(A, y) =T, -T, = Zan cos(A,y) (113)

n=1 n=l1

A Eq. (113) ndo pode ser resolvida diretamente para a obtencdo de a, por causa da

varidvel y e pelo sinal de somatério. Para prosseguir deve-se utilizar o conceito de

ortogonalidade conforme a Eq. (17).

(v) Ortogonalidade. A Eq. (17) € utilizada para determinar a,. Nota-se que a funcdo

cos(A,y) na Eq. (113) é a solugdo da Eq. (98). Ortogonalidade pode ser aplicada na Eq.

(113) somente se a Eq. (98) for uma equa¢do de Sturm-Liouville e se as condi¢des de

contorno em y =0 e y =L foram homogéneas da forma descrita pelas Eqgs. (18-20).

Comparando a Eq. (98) com a Eq. (12) obtém-se
aq(M)=a,(y)=0 e a(y)=1 (114)

Utilizando os resultados da Eq. (114), obtém-se das Egs. (14-16) que
2= =el" =1 4(;)=0.120 e w(y)=1.1=1. Como as duas condicdes de
contorno de Y,(y) =cos(4d,y) sdo homogéneas da forma descrita pelas Egs. (18-20),
conclui-se que as fungdes caracteristicas ¢, (y) =cos(d,y) e ¢, (y)=cos(A, y) sdo
ortogonais com relacdo a funcido peso w(y)=1. Agora estamos prontos para aplicar a
ortogonalidade na Eq. (113) para determinar a,. Multiplicando ambos os lados da Eq.

(113) por w(y)cos(A,y)dy e integrando de y=0 a y = L obtém-se:
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Jy 0, =T cos(h,ndy =[5, w(3)c05(A, )05, iy (115)

Trocando o simbolo do somatério e da integral e sabendo que w(y) =1 pode-se

reescrever a Eq. (115) como:

L 2 oL
(T -T, )L cos(A,y)dy = anZIO cos(A,,y)cos(A, y)dy (116)
n=1
30 ‘ ‘ T T
——— (\Dtanx L)
25 Bi=1,0 L
Bi=10,0
Bi=20,0
20
15+ .
10
5 L
O _
_5 | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
AL

Figura 5 - Representacao grafica da Eq. (107).
De acordo com o principio da ortogonalidade, Eq. (17), a integral do lado direito

da Eq. (116) é nula quando m# n. Assim, todas as integrais que surgem devido ao sinal

de somatorio sao nulas no caso quando m =n. A Eq. (116) pode entdo ser reescrita como:

L L )
(T, =T,)[ cos(A,y)dy =a, | cos’(A,y)dy (117)

A integral do lado esquerdo da Eq. (117) pode ser calculada fazendo a mudanca

de varidveis A,y =a de tal forma que A dy=da e a integral do lado direito da Eq. (117)
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pode ser calculada de maneira similar ao EXEMPLQO?2, cujo resultado estd indicado pela

Eq. (89). Substituindo os resultados em ambos os lados da Eq. (117) obtém-se:

T, -T.,)

sinA,L) _ { L, sin(ZAnL)} 11s)

A, 2 44

A Eq. (118) pode ser reescrita utilizando a definicdo trigonométrica

sin(2A,L) =2sin(A,L)cos(A, L) de tal forma que a, € entdo escrita como:

a = 2T, .— T, )sin(A, L) (119)
A, L+sin(A,L)cos(A,L)

A forma final da distribui¢ao de temperaturas € escrita substituindo a Eq. (119) na

Eq. (112), ou seja:

6x,y)=Y 2(T, - T,)sin(A, L)

A L+sin( Lycosh L) |SPBENE A0 cos(A,) (120)
n=1 n n .

(5) Checando. Anélise dimensional. (i) da Eq. (112), S deve ter a mesma unidade de

A,, que de acordo com a Eq. (98) tem a unidade (1/m). Da defini¢do de B da Eq. (92)

tem-se que:

_ pkg/m*)c, (J/kg K)U (m/s)

p k(W/m.K)

=(1/m)

Se 1, =1, ndo ocorre transferéncia de calor na placa e consequentemente a
temperatura permanece uniforme. Substituindo 7, =7, na Eq. (119) obtém-se a, =0.

Substituindo esse resultado na Eq. (120) obtém-se que 7(x,y)=T, =1, conforme

esperado.

(6) Comentarios: (i) para uma placa estacionaria (U = £ =0), a solucdo desse caso

especial deve ser idéntica a do EXEMPLO 2 com f(y)=17,. Entretanto, antes de
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comparar as duas solugdes, deve ser feita uma transformacao de coordenadas visto que a
origem da coordenada y ndo é a mesma para ambos os problemas. Além disso, as
definicdes de ambos L e Bi diferem por um fator igual a 2 e (ii) uma rotina de calculos

para esse exemplo pode ser vista no arquivo MAPLE3.mw do MAPLE.

EXEMPLO 4 - CONDUCAO AXIAL E RADIAL EM UM CILINDRO

Dois cilindros sélidos idénticos de raio r

o

e comprimento L sdo pressionados
coaxialmente com uma forca F' e rotacionados em dire¢des opostas. A velocidade angular
€ @ e o coeficiente de atrito na interface € . As superficies cilindricas trocam calor por
convecc¢do com um meio a T, e coeficiente de convecgdo h. Determine a temperatura da

interface.

(1) Observacoes. (i) a distribuicdo de temperaturas € simétrica com relagdao ao plano da
interface, (i1) a energia térmica gerada na interface depende da velocidade tangencial e da
forca tangencial. Como a velocidade tangencial varia com o raio, segue que o fluxo de
calor na interface € ndo-uniforme. Assim, segue que a condi¢do de contorno na interface
€ representada por um fluxo de calor que € funcao do raio e (iii) As condi¢des de contorno

convectivas tornam-se homogéneas definindo a variavel 8(r,z) =T(r,z) - T,.

(2) Origem e coordenadas. Devido a simetria axial, a origem € posicionada na interface

conforme a figura acima. Assim, somente um cilindro € analisado.

2HBC

@ el mw,
\ / / L L W ’

Figura 6 — Esquema do EXEMPLO 4.

(3) Formulacao.
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(i) Consideracoes. (1) condugcdo bidimensional, (2) regime permanente, (3)
condutividade térmica constante, (4) pressdo na interface uniforme, (5) temperatura
ambiente uniforme, (6) coeficiente de transferéncia de calor uniforme, (7) sem geracao
de energia e (8) o raio do eixo de apoio de cada cilindro € pequeno quando comparado
com o raio do cilindro.

(ii) Equacao governante. Definindo 6(r,z) =T(r,z) — T, pode-se reescrever a Eq. (65)
do Cap. (1) como:

10 ( 60) 9’0

or ) oz O ) e

rar

(iii) Variavel homogénea com duas condi¢cdes de contorno homogéneas. Somente a
variavel r pode ser ter duas condi¢des de contorno homogéneas. Na figura acima isso esta
indicado pela seta ondulada 2HBC.

(iv) Condicoes de contorno.

06(0, z)

(1) = ==0 (H)

@) - 65( 2 = w6, 2) (M)

3) —k%:hﬁ(n@ (H.)

) - agézo)—u @ = f(r) (NH.)

(}

Cabe aqui uma melhor interpretacdo da quarta condicao de contorno. Fisicamente,
o efeito do atrito entre os dois cilindros girando em dire¢des opostas € a geracao de energia
térmica ao longo do tempo devido ao efeito do atrito entre as superficies. Espera-se entdo

que a taxa de energia térmica gerada na interface seja diretamente proporcional a

velocidade tangencial V,,,.....u € & forga coaxial F, ou seja:
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arlV

tangencial

(122)

CIimerface

Entretanto, a velocidade tangencial varia com o raio do cilindro na forma

Viangencia = @ de tal forma que a taxa de geracdo de energia na interface € ndo-uniforme,
ou seja:
qinterface a Far (123)

Fisicamente, a taxa de calor na interface sera conduzida ao longo do cilindro a

partir de z =0. Usualmente, a condi¢do de contorno de segunda espécie é escrita em
termos de um fluxo de calor de tal forma que a Eq. (123) pode ser dividida por 77 para

ser convertida em um fluxo de calor. Finalmente, a proporcionalidade da Eq. (123) pode
ser convertida em uma igualdade introduzindo um coeficiente que leva em consideracio

o tipo de superficie, que no caso € o coeficiente de atrito . Assim, pode-se reescrever a

Eq. (123) na seguinte forma:

. Far
qimerface = /’[ 7T2 = f(r) (124)

(8]

(4) Solucao.

(i) Assumindo soluciao produto. Fazendo
0(r,z) = R(NZ(z) (125)

e substituindo a Eq. (125) na Eq. (121), separando varidveis e igualando o resultado a

2 z
uma constante + A, obtém-se:

1d( dR 5
—|r—= AR =0
rdr(r dr] Kk (126)
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d’Z,

Tt AZ,=0 (127)

.o . . 2 .z -~
(ii) Selecionando o sinal dos termos A;. Como a variavel r tem duas condi¢des de

contorno homogéneas, + )Ii ¢ selecionado para a Eq. (126). Assim, as Egs. (126-127) sao

reescritas como:

2
r2%+r%+/ﬁr2& =0 (128)
€
d’Z, ., _
o -XZ =0 (129)

(iii) Solucoes das equacoes diferenciais ordinarias. Eq. (128) € uma equagdo diferencial
ordinaria de segunda ordem com coeficientes variaveis. Comparando a Eq. (128) com a

equacdo geral de Bessel do Apéndice, obtém-se:

A=B=0,C=1, D=\, n=0

Como n=0 e D é real, a solugdo da Eq. (128) € escrita como:

R.(r)= AJ,(A.r)+ BY,(Ar) (130)

A solucdo da Eq. (129) € escrita como:

Z,(z) = C, sinh(A, z) + D, cosh(/, z) (131)

A solucdo completa € entdo:
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0(r,2) =Y R.(NZ(2) (132)
k=1

(iv) Aplicacao das condicoes de contorno. Para a condic@o de contorno 1 € necessaria a

seguinte expressao:

06, _0 0 0
e = [R(NZ,(2)] = Z,(2)—|R, (D] = Z,(2) = [A T, (A1) + BY,(A )] =
or Or or or
Z, (DA - AT, (A )= BY, (AP
Utilizando a condi¢ao de contorno 1 obtém-se:
mzzk(z))lk -AJ,(1,00-B,Y,(1,0)|=0= B, =0 (133)
or £0 o =0 =
Para a condi¢do de contorno 2 sdo necessarias as seguintes expressoes:
26, (ro, z)
o =Z, (DA -AJ (A1) _EEYI(/]kr) =-Z, (2)AAJ, (A1) (134)
=0
6,(r,z)=R,(r)Z,(z)=[AJ,(Ar)+ ﬁYO()Ikrn)]Zk(z) =Z,(2)AJ, (A1) (135)
=0
Utilizando as Eqs. (134-135) e aplicando a condi¢@o de contorno 2 obtém-se:
—k[-Z,(2)AAJ, (A )] =hZ, (2)AJ,(Ar,) (136)
Simplificando e rearranjando a Eq. (136) obtém-se:
J, (A .
(A ) AL — gy (137)

Jo(A1) ’
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onde Bi, =hr, /k é o nimero de Biot baseado no raio do cilindro. A Eq. (137) é a equagdo

caracteristica cuja solugdo fornece os valores de A,. Os valores de A, podem ser obtidos

numericamente pela solucdo da Eq. (137) para um nimero de Biot especificado. Na forma
grafica, a Eq. (137) pode ser representada pela Fig. (6). Da condi¢do de contorno 3 sdao

necessarias as seguintes expressoes:

99 _ i[Rk(r)zk(z)] = Rk(r)i[zk(z)] = Rk(r)i[ck sinh(A,z) + D, cosh(},z)] =
0z 0z 0z 0z
R, (r)A,[C, cosh(A,z) + D, sinh(A, z)]
w =R, (A, [C, cosh(A, L)+ D, sinh(A, L)] (138)
Z
8,(r,L) = R (rZ,(L) = R,("[C, sinh(A L) + D, cosh(A,L)] (139)

——— AT A A r)
Bi=1,0 i
Bi=10,0
Bi=20,0

A kro

Figura 7 - Representacao grafica da Eq. (137).

Utilizando os resultados das Eqgs. (138-139) e aplicando a condi¢do de contorno 3

obtém-se:
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—kR, (r)A,[C, cosh(A, L)+ D, sinh(A, L)] = hR, (r)[C, sinh(A, L) + D, cosh(A,L)] (140)
Simplificando e rearranjando a Eq. (140) obtém-se:

cosh(A, L) + (Bi, /A, L)sinh(A, L)
“sinh(A,L) + (Bi, / A, L)cosh(A,L)

(141)

onde Bi, =hL/ké o nimero de Biot baseado no comprimento do cilindro. Com os
resultados das Eqs. (133, 137 e 141) pode-se reescrever as Egs. (130-131) na seguinte
forma:

R.(r)=AJ (A1) (142)

cosh(A,L) +(Bi, /A, L)sinh(A, L)
sinh(A,L) + (Bi, /A, L)cosh(A,L)

Z.(2)= C{sinh(/]kz) - cosh(/\kz)} (143)

Pode-se entdo escrever a Eq. (132) como:

cosh(A, L) + (Bi, /A, L)sinh(A, L)
sinh(A, L) +(Bi, /A, L)cosh(A,L)

8(r,z) = iakJo()lkr)[sinh(Akz) -

k=0

cosh()lkz)} (144)

onde a, =A,C,. A iltima incdognita restante ¢ a combinac@o de constantes a,. Para a

determinagdo de a, aplica-se a condicdo de contorno 4 na Eq. (144). Da condicio de

contorno 4 é necessaria a seguinte expressao:

06(r,z) _ 9 |3 . _cosh(A,L) + (Bi, /A, L)sinh(A, L) _
0z 0z {kzz(; %o (Akr){smh(/‘ﬂ) sinh(A,L) +(Bi, /A, L) cosh(A,L) COSh(/‘kZ)}}
© A.L)+(Bi, /A, L)sinh(A,L) .
AJ, (A h(1, z) - S0k L/ 2 =) Sinh(A
;ak el "r){cos W)™ inh(d 1)+ (Bi, |4 Lycosh(A, 1) "+
06(r,0) _ & cosh(A, L) +(Bi, /A, L)sinh(A,L) . _
=N a,AJ,(A h(A,0) - h(A,0) | =
0z ,;;ak ol kr){cos A0 sinh(A, L) + (Bi, /A, L) cosh(A, L) sinh(A40)
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iak)lkjoukr) (145)

k=0

Assim, aplicando a condic¢dao de contorno 4 juntamente com o resultado da Eq.

(145) obtém-se:
—k> aAJ (Ar) = f(r) (146)
k=0

A Eq. (146) ndo pode ser resolvida diretamente para a obtencdo de a, por causa

da variavel r e pelo sinal de somatdrio. Para prosseguir deve-se utilizar o conceito de

ortogonalidade conforme a Eq. (17).

(v) Ortogonalidade. A Eq. (17) € utilizada para determinar a,. Nota-se que a funcio
J,(A,r) na Eq. (146) € a solugdo da Eq. (128). Ortogonalidade pode ser aplicada na Eq.
(146) somente se a Eq. (128) for uma equacdo de Sturm-Liouville e se as condi¢des de
contorno em r=0 e r=r, foram homogéneas da forma descrita pelas Eqs. (18-20).

Comparando a Eq. (128) com a Eq. (12) obtém-se
a(r)=1/r, a,(r)=0 e a(r)=1 (147)

Utilizando os resultados da Eq. (147), obtém-se das Egs. (14-16) que

dr
p(r)= eja’dr =e " =r, gqr)=0r=0 e w(r)y=1.r=r. Como as duas condicdes de

contorno de R, (r) =J,(A,r) sdo homogéneas da forma descrita pelas Egs. (18-20),
conclui-se que as fungdes caracteristicas ¢, (r) = J,(A,r) e ¢(r) =J,(Ar) sdo ortogonais
com relacdo a funcdo peso w(r) = r. Agora estamos prontos para aplicar a ortogonalidade
na Eq. (146) para determinar a,. Multiplicando ambos os lados da Eq. (146) por

w(r)J,(Ar)dr e integrando de r =0 a r =r, obtém-se:

7o

[ Feome)I,Arydr = | {— kY @ Aow(r) oA, ()Iir)}dr (148)
k=0
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Trocando o simbolo do somatério e da integral e sabendo que w(r) = r pode-se

reescrever a Eq. (148) como:
jo’“ Il Ardr==ka A,y jo’“ rl, (AN (Ar)dr (149)
k=0

De acordo com o principio da ortogonalidade, Eq. (17), a integral do lado direito
da Eq. (149) é nula quando k #i. Assim, todas as integrais que surgem devido ao sinal
de somatoério sdo nulas exceto no caso quando k =i. A Eq. (149) pode entdo ser reescrita

comao:
[ g Andr =~ka A [ rT5 (Arydr (150)

A integral do lado direito da Eq. (150) pode ser calculada utilizando a Tab. (3) do

Apéndice. Assim, a constante ¢, € escrita como:

24 [ F ()T, (Arydr

S T, K + (A AT (51

Finalmente, substituindo a Eq. (151) na Eq. (144) obtém-se:

22,[" F T (Arydr
T(r,z2)=T 0

’ —; K K7 + o P2 ) J,(A.P)[sinh(A,2) -

cosh(A, L) +(Bi, /A, L)sinh(A,L)
sinh(A,L) +(Bi, /A, L)cosh(A,L)

cosh(/]kz)} (152)

A temperatura na interface é determinada substituindo z =0 na Eq. (152), ou seja:

T(r0)=T,+



303

i ZAJ: Sl (Andr T cosh(A, L)+ (Bi, /A, L)sinh(A, L)
S k[(hr, [k)* +(A,r,)* 12 (A,r,)| sinh(A, L)+ (Bi, /A, L)cosh(A, L)

Jy(A,r)(153)

(5) Checando. Anélise dimensional. As unidades de a, na Eq. (151) devem estar em °C.
Da definicdo de f(r) na condi¢do de contorno (4) concluimos que f(r) tem unidades
W/m?. Uma checagem dimensional da Eq. (151) confirma que @, tem unidades de °C.
Se o coeficiente de atrito for igual a zero, ndo sera gerada energia térmica na interface e
o cilindro estara a temperatura ambiente 7. Fazendo g =0 na condi¢do de contorno (4)
obtemos f(r) =0. Substituindo f(r) =0 na Eq. (151) obtém-se a, =0. Assim, da Eq.
(153) obtém-se que &(r,z) =0 o que implica que T(r,z) =T,. A mesma andlise pode ser

feita considerando a =0.

(6) Comentarios: (i) é importante determinar a fungdo peso pela comparagido da equacio
diferencial da dire¢cdo homogénea com o problema de Sturm-Liouville € ndo assumir
diretamente que ela é igual a unidade e (ii) € utilizado o subscrito k£ nas funcdes
caracteristicas € no simbolo de somatério para evitar confusdo com o indice n que
representa a ordem da fun¢do de Bessel, que surgem usualmente na anélise de problemas

envolvendo geometrias cilindricas.

EXEMPLO 5 — CILINDRO COM GERACAO DE ENERGIA

Em um cilindro s6lido estacionério de raio 7, e comprimento L existe geracdo de

o

energia volumétrica uniforme a uma taxa ¢. Uma das superficies planas estd mantida a
T, enquanto a outra superficie esta isolada. A superficie cilindrica estd mantida a uma

temperatura T,. Determine a distribui¢do de temperaturas em regime permanente.

(1) Observacoes. (i) o termo de geragdo de energia torna a equacao diferencial parcial
governante do problema ndo-homogénea, (ii)) O método da separacdo de varidveis ndao
pode ser aplicado diretamente para resolver equagdes diferenciais parciais nao-
homogéneas. Entretanto, uma simples modificacdo no procedimento de solucdo torna

possivel estender o método da separacdo de varidveis para equagdes diferenciais parciais
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nao-homogéneas. Esse é o objetivo desse exemplo, (iii) definindo a varidvel
O(r,z)=T(r,z)-T, a condigdio de contorno na superficie do cilindro torna-se

homogeénea e (iv) deve ser utilizado um sistema de coordenadas cilindricas.

ANANSNENNANN

/52

[

Figura 8 — Esquema do EXEMPLO 5.

(2) Origem e coordenadas. Na figura acima estdo mostrados a origem € 0s €ixos

coordenados.

(3) Formulacao.

(i) Consideracoes. (1) conducdo bidimensional, (2) regime permanente, (3) geracdo
volumétrica de energia uniforme e (4) condutividade térmica constante.

(ii) Equac¢do governante. Definindo 8(r,z) =T(r,z) —T, pode-se reescrever a Eq. (65)

do Cap. (1) como:

16( 69) 9’0 ¢
or

Z+d=9
- ot =0 (NH) (154)

(iii) Variavel independente com duas condicoes de contorno homogéneas. A variavel
r tem duas condi¢des de contorno homogéneas. Entretanto, isso deve ser reexaminado
dependendo do método utilizado para lidar com a natureza nao-homogénea da Eq. (154).

(iv) Condicoes de contorno.

06(0,z)

(D =0(H.)

(2) 6(r,,z) =0 (H.)
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06(r,L)

=0(H.
3 (H.)

3)

4) 6(r,0)=T, —T, (N.H.)

(4) Solucao. A Eq. (154) é ndo-homogénea devido ao termo de geracdo de energia.
Assim, n6s nao podemos prosseguir diretamente com o método da separacao de variaveis.

Ao invés disso, podemos assumir uma solu¢do na forma:

O(r,z) =¢(r,z) + ¢(z)

Note que ¢/(r, z) depende de duas varidveis enquanto ¢(z) depende de uma tnica

variavel. Substituindo ¢(r,z) na Eq. (154) e rearranjando obtém-se:

1o( oy oy d'¢ g
-2 FiLh Al i Y 155
r ar(r or ) 0z d* (155)

O préximo passo consiste em separar a Eq. (155) em duas equacdes diferenciais,

uma para /(r,z) e outra para ¢(z), ou seja:

1o( oy, oy

——|r— |+—-=0 (H. 156
rar(rarj 0z’ () (156)
€

d_2§0+Q:O(NH) (157)
dz>  k o

Deve ser notado o seguinte a respeito desse procedimento: (i) a Eq. (156) é uma
equagao diferencial parcial homogénea, (ii) a Eq. (157) é uma equagdo diferencial
ordindria ndo-homogénea e (iii) a idéia de separar a Eq. (155) é excluir o termo ¢/k da
equacao diferencial parcial para que essa possa ser resolvida pelo método da separagao

de variaveis, conforme resultado da Eq. (156). As condi¢des de contorno em (/(r,z) e
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¢(z) sdo obtidas substituindo é(r,z) =¢/(r,z) + ¢(z) nas quatro condi¢des de contorno

originais. Assim, da condi¢@o de contorno 1 obtém-se:

06(0.2) _0¢(0.2) , 0¢(2) _,

or or 0
=0
0WO.9 _o w)
or .

Da condic¢ao de contorno 2 obtém-se:
6(r,.2) =4(r,,z) + ¢(2) =0=(r,,z) =—¢(z) (N.H.)
Da condic¢ao de contorno 3 obtém-se:

06(r,L) _0¢(r,L)  dg(l) _

0z 0z dz
dg(n) _
dz
WD) _o )
0z

Da condicao de contorno 4 obtém-se:

6(r0) =p(r0) +¢0) =T, -T,

Y(r,0)=0(H.)

@0)=T ~-T,

(158)

(159)

(160)

(161)

(162)

(163)

(164)

(165)

(166)

Note que a separacdo das condi¢des de contorno € guiada pela regra que, quando

possivel, as condi¢des de contorno da equagdo diferencial parcial sdao escolhidas tal que
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elas sejam homogéneas. Assim, a equacgao diferencial parcial nio-homogénea, Eq. (154)
€ substituida por duas equacdes: a Eq. (156) que é uma equacdo diferencial parcial
homogénea com as condi¢des de contorno dadas pelas Egs. (159), (160), (163) e (165) e
a Eq. (157) que € uma equacao diferencial ordinaria com as condi¢cdes de contorno dadas
pelas Egs. (162) e (166). A solucdo da Eq. (157) pode ser obtida por dupla integragao,

fornecendo o seguinte resultado:

. 2

ga(z):—‘;ik+Ez+F (167)

onde E e F sdo constantes de integracao. Aplicando a condi¢@o de contorno dada pela Eq.

(162) obtém-se:

d¢(L):—q_L+E:():>E:q—L (168)
dz k k

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (166) obtém-se:

)
qa(O):—%+EO+F:TO—Ta:>F:TO—Ta (169)

Substituindo as Egs. (168-169) na Eq. (167) e rearranjando obtém-se:

_adl| (2 _(2Y |
g =2 HJ (LJ}-(T” T) (170)

(ii) Assumindo solucao produto. Para resolver a Eq. (156) vamos assumir solugdo

produto na seguinte forma:
Y(r,z) = R(r)Z(z) (171)

Substituindo a Eq. (171) na Eq. (156), separando variaveis e igualando o resultado

~ 2 z
das duas equagdes a uma constante = A, obtém-se:
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2
ddzzk +AZ, =0 (172)
Z
€
‘R R
rz—ddrzk + r% + Ar’R, =0 (173)

.o . . 2 .z -~
(ii) Selecionando o sinal dos termos A,. Como a varidvel z tem duas condi¢des de

contorno homogeéneas, é escolhido o sinal positivo na Eq. (172). Assim, as Eqgs. (172-

173) sdo reescritas como:

d’Z,

2
Z

+AZ, =0 (174)

2
rzd—ﬁ"+r%—/ﬁr2Rk =0 (175)

(iii) Solucao das equacoes diferenciais ordinarias. A solu¢do da Eq. (174) tem a

seguinte forma:

Z,(z) = A sin(A,z) + B, cos(/, z) (176)
A Eq. (175) é uma equagio de Bessel com A=B=n=0, C=1, D=Ai. Assim:
R.(r)=CI,(A,r)+D,K,(A,r) (177)

A solucdo completa € entdo escrita como:

W(r.z)=) R (NZ,(2) (178)
k=0
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(iv) Aplicacao das condicoes de contorno. Aplicando a condi¢do de contorno dada pela

Eq. (159) obtém-se:

oy, _ 0

0
=9 1R (N2, (=2, 2R (M = 2,22 1C, 1, (A1) + D K, (A, )] =
or or or or

Z, (Z)/]k[ckll (/]kr) -D/K, (/1kl’)]

902 - 7 (2)A1€,1,(1,0~ D K,(A0)]=0= D, =0 179)
a}’ #0 :/6‘ =0 =0

Aplicando a condi¢@o de contorno dada pela Eq. (165) obtém-se:

W,(r,0) = R .(r)Z,(0) =0= R, (r[Asin(A,0) + B,cos(1,0)] =0= B, =0 (180)
#0 =0 =1

A aplicando a condicao de contorno dada pela Eq. (163) obtém-se:

b 0

[R,(NZ,(2)]=R, (r)i[Zk (2)]=R, (r)i[Ak sin(A, z) + B, cos(A, z)] =
0z Oz 0z 0z

R, (r)A[A, cos(A,z)— B, sin(A, z)]

oY, (r,L)

=R, (r)A,[A, cos(A,L)— B, sin(A,L)] =0 = cos(A, L) =0 =
0z ——— —

20 #0 #0 =0

2j-DHn .
A =—2—""7=123 .. (181
k 2L J (181)

Com os resultados das Egs. (179, 180 e 181) pode-se reescrever as Eqgs. (176-177)

na seguinte forma:
Z,(z) = A sin(A, z) (182)

R.(r)=CI,(Ar) (183)
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Pode-se entdo escrever a Eq. (178) como:
W(r,z) =) ad,(Ar)sin(Az) (184)
k=1

onde a, =A,C,. A iltima incdgnita restante é a combinac@o de constantes a,. Para a

determinacdo de a, aplica-se a condi¢do de contorno dada pela Eq. (160) na Eq. (184):

SN EA N A PR -
L HJ (L” (T, -T) =3 ady(Ar)sin(A,2) (185)

k=1

(v) Ortogonalidade. A Eq. (185) € utilizada para determinar a,. Nota-se que a funcdo
sin(A, z) na Eq. (185) é a solugdo da Eq. (174). Ortogonalidade pode ser aplicada na Eq.

(185) somente se a Eq. (174) for uma equacdo de Sturm-Liouville e se as condi¢des de
contorno em z=0 e z=L foram homogéneas da forma descrita pelas Egs. (18-20).

Comparando a Eq. (174) com a Eq. (12) obtém-se:
a(2)=a,(z)=0 e a(z)=1 (186)

Utilizando os resultados da Eq. (186), obtém-se das Egs. (14-16) que
p(z)= eIa'dz ZeIOdZ =1, g(z)=0.1=0 e w(z)=1.1=1. Como as duas condi¢des de
contorno de Z, (z) =sin(A,z) sdo homogéneas da forma descrita pelas Egs. (18-20),
conclui-se que as fungdes caracteristicas ¢ (z) =sin(d,z) e ¢(z)=sin(Az) sdo
ortogonais com relagdo a funcdo peso w(z) =1. Agora estamos prontos para aplicar a
ortogonalidade na Eq. (185) para determinar a,. Multiplicando ambos os lados da Eq.

(185) por w(z)sin(A.z)dz e integrando de z=0 a z = L obtém-se:

L .L2 2
[ )



311

[ S a2y (Ar,)sin(,2)sin(A,2)dz (187)
k=1

Trocando o simbolo do somatorio e da integral e sabendo que w(z) =1 pode-se

reescrever a Eq. (187) como:

IL gl z z Y . —
R 2 T\ =(T, -T)sin(Az)dz =

2 L . .
a1y (Ar)Y [ sin(A2)sin(A,2)dz  (188)
k=1

De acordo com o principio da ortogonalidade, Eq. (17), a integral do lado direito
da Eq. (188) € nula quando k #i. Assim, todas as integrais devido ao sinal de somatorio

sdo nulas exceto no caso quando k =i. A Eq. (188) pode entdo ser reescrita como:

IOL{— ‘;—qz(ij - (%j } ~(T, - Ta)}sin()lkz)dz = a1, (A1) LLsirﬁ (A 2)dz (189)

Calculando as integrais e resolvendo para a, obtém-se:

-2

a, =m[(n ~T,)+¢/ kA (190)

Substituindo as Egs. (170), (184) e (190) em 8(r,z) =¢(r,z) + ¢(r) obtém-se:

©0

T(r,2)=T,+)

. {W[(To -T) +q/k)lk]}lo()lkr)51n(/1kz) +

ar (2 (2|, -
1) (2] oo
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(5) Checando. Cada termo na Eq. (191) tem unidade de temperatura. Se ¢ =0e T, =T,
consideragdes fisicas requerem que o cilindro esteja a uma temperatura uniforme. Sob
essa consideragdo, a Eq. (190) fornece que a, =0. Substituindo esse resultado na Eq.
(191) obtém-se que T(r,z) =T, conforme esperado.

(6) Comentarios: (i) uma solucdo alternativa consiste em substituir a
O(r,z) =¢(r,z)+¢(r) por 8(r,z) =(r,z) +¢(r). Essa expressdo alternativa levaria a

duas condi¢des de contorno homogéneas na variavel r ao invés da variavel z.

5-CONDUCAO BIDIMENSIONAL EM COORDENADAS ESFERICAS

O método de separacao de varidaveis também pode ser aplicado em problemas de
condugdo em coordenadas esféricas. As caracteristicas essenciais do método, mostradas

nos exemplos anteriores, continuam as mesmas.

EXEMPLO 6 - CONDUCAO BIDIMENSIONAL EM UM HEMISFERIO

Uma gota condensando sobre uma superficie plana horizontal pode ser modelada

como um hemisfério de raio R. A temperatura da base da gota, 7., € assumida menor que

a temperatura da superficie convexa. Pode-se também assumir que a temperatura da

superficie convexa € igual a temperatura de satura¢do do liquido, 7;. Determine a

distribui¢do de temperaturas na gota. Despreze efeitos de convecgdo e considere que a

taxa de variacdo da massa da gota com o tempo é desprezivel.

z
A

X

Figura 9 — Esquema do EXEMPLO 6.
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(1) Formulacao.
(i) Consideracoes. (1) conducao bidimensional em r e 8, (2) regime permanente, (3)
sem geragao de energia, (4) condutividade térmica constante e (5) gota estacionaria.

(ii) Equacoes governantes.

9 rza—Tj+ _1 i(sin@a—TJZO (H.) (192)
or or ) sin@06 06

(1) T(R,6) =T, (N.H.)

d07(0,6)
or

2) =0 (H)

(3) T(r,m/2)=T. (N.H.)

0T (r,0)

4
4) 30

=0 (H)

Definindo O(r,8) =T(r,0)—T, pode-se reescrever a Eq. (192) e suas condigdes

de contorno na seguinte forma:

i(r“’_@} ! i(sinﬁa—ej -0 (H) (193)
or Jor ) sinf 06 06

(1) ©(R,6) =T, -T, =0, (N.H.)

2)

0@((30, 0 _ 0 (H.) ou ©(0,6) = finito
r

(3) ©(r,n/2) =0 (H.)
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00(r,0)

4
4) Y.

=0 (H.) ou ©(r,0) = finito

(4) Solucao produto.

O(r,0) =G(r)H(6) (194)

Substituindo a Eq. (194) na Eq. (193) obtém-se:

Kl {72 a[G(r)H(e)]}+ 1 0 {Sin gAG(NH(8)]

— =0 (H. 195
or or sind 06 06 } ) (193)

ou,
@) Y| 2960 | G0 0 1 gHO) | (196)
or or sind 08 06
Separando as variaveis na Eq. (196) e rearranjando obtém-se:
ii(rz 6_Gj | i(sm e"_Hj e (197)
G or or Hsin8 060 06

onde A7 é aconstante de separagio. A Eq. (197) representa o conjunto de duas equagdes:

2
r’ d ?+2r£—)l2G =0 (198)
r dr
e
d dH
— | sin@— [+ A*(sin@)H =0 199
de(sm dﬁj (sin @) (199)

onde 6 ¢ a direcdo homogénea. A Eq. (198) é conhecida como equagio de Euler € a Eq.

(199) € conhecida como equacdo de Legendre.
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(5) Solucao das equacdes diferenciais ordinarias. A Eq. (198) é uma equacio
diferencial ordinéria de segunda ordem com coeficientes varidveis, linear e homogénea,
conhecida por equacgdo de Euler. A solucdo geral da equacdo de Euler € obtida fazendo a
transformacdo v =Inr de tal forma que as derivadas da Eq. (198) possam ser reescritas

na seguinte forma:

a’G dGdv dG d 1dG
=28 == (200)
dr dv dr dv dr r dv

d°G _d (de_ d (1 de d (ljdG 1d (de 1 dG  1d(dG/dv)
— ———+———1—= (201)

dr? _E dv _E r dv _Z r)dv rdr dv rdv o r dr

O segundo termo do lado direito da Eq. (201) pode ser avaliado de maneira similar

a Eq. (200), ou seja:

2
r

dv

d(dG/dv) _ d(dG/dv)ﬂ _ dei
dr dv dr  dv? dr

Substituindo a Eq. (202) na Eq. (201) obtém-se:

d*G 1 dG 1 d°G
-4 203

dr* rPdv ot dv? (205)

Substituindo as Egs. (200) e (203) na Eq. (198) obtém-se:

2
r izd_G iz d ? + 2r(1d—Gj -XG=0 (204)
dv r° dv r dv

Rearranjando a Eq. (204) obtém-se:

d’ G G -AG=0 (205)

a’v2 dv
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Com a transformag¢do v =Inr, a Eq. (198) foi convertida em uma equacgdo
diferencial ordinéria de segunda ordem com coeficientes constantes, cuja solucao € obtida

pela equacdo caracteristica. A equacdo caracteristica tem a forma n*> +n—A> =0. cuja

solucdo € obtida pela férmula de Bhaskara, obtendo-se:

m=—te e o=t Lo (206)
2 V4 2 V4

Por simplicidade define-se n, = n de tal forma n, possa ser reescrito como:

2 V4 2 V4 4 4 4

Substituindo +/1/4+A*> =-1/2—-n, da Eq. (206) na Eq. (207) e rearranjando

obtém-se:

n,=n, —2(—l—n2j=nl +1+2n, = -n, =n +1=>n, =—(n, +1) =—(n+1) (208)

Além disso, o produto n(n+1) fornece que:

2
n(n+1)=n; +n, Z[—%ﬂ&wizj —%ﬂ/iwiz :5—1/i+)|2 +%+A2—%+1/i+/12 =N

(209)

Para raizes reais e distintas a solucdo geral da Eq. (205) tem a seguinte forma:

B

G(v) = Ae™ +Be™ = Ae"” +Be™ """ = Ae™ + (D
e

(210)

Voltando a Eq. (210) na varidvel original r e sabendo que e"" = r" obtém-se:

B _ Ae™ +—B =Ar' + B
(n+)Inr In"*! - n+l
e e’ r

G(r) = Ae"™ +

(211)
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Ja a solugdo da equacdo de Legendre, Eq. (199) € obtida definindo inicialmente a

seguinte variavel de transformacao:

n =cosé (212)

A derivada na Eq. (199) pode ser reescrita em termos de /7 utilizando a regra da

cadeia, obtendo-se:

dH _dH dn _dH d
e an e dan a6

cos @) = —sin ed—n (213)

Substituindo as Egs. (209) e (213) na Eq. (199) obtém-se:

%{—sinz efl_;’jm(nﬂ)(sin 6)H =0 (214)

Expressando (d/d6) pela regra da cadeia e sabendo que sin® & =1—-cos’ & pode-

se reescrever a Eq. (214) como:

dﬂ{(cozﬁ ) il kll’; +n(n+1)(sin@)H =0 215)

Substituindo a Eq. (212) e (dr7/d6 = —sin6) na Eq. (215) e rearranjando obtém-

S¢:

d {( -n )—}s1n9+n(n+1)(s1n9)H 0 (216)
dn dn

Simplificando (sin ) na Eq. (216) e rearranjando obtém-se:

2
d I;I—ZUZ—I;+n(n+1)H =0 (217)
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A solucdo geral da Eq. (217), conforme o Apéndice, € escrita como:
H(8)=CP,(n)+DQ,(n) =CP, (cos8)+ DQ, (cosb) (218)

onde as fungdes P (77) sdo chamadas de polindmios de Legendre de primeira espécie e
as funcdes Q (77) sdao chamadas de polindmios de Legendre de segunda espécie.

De acordo com a Eq. (194), cada produto GH ¢ solucdo da Eq. (193). Assim:

O(r,6) =G(r)H(6) (219)

Como a Eq. (193) € linear, segue que a soma de todas as solu¢gdes também € uma

solucdo. Assim, a solugdo completa pode ser escrita como:
0 " B

(r,0) = Z(Ar +Wj[CPn (cos8) + DQ, (cosO)] (220)
n=l1 r

(6) Aplicacao das condicoes de contorno. Para completar a solucdo, as constantes

A, B,Ce D devem ser determinados. Aplicando a condigio de contorno 2 obtém-se:

0(0,6) = H(O)| A0" +i+1 =finito= B =0 (221)
— S O
Z0 —

Aplicando a condi¢ao de contorno 4 obtém-se:

O(r,0) = G(r)[CP,(cos 0) + DQ, (cos 0)] = G(r)[CP,(1) + DQ, ()] = finito = D =0  (222)
- v

#0 =1 [

Até o momento a solugdo é escrita como:

O(r,6) =Y Ar"CE,(17) =) ar"F, (1)) (223)
n=1 n=1
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onde a = AC. Deve ser notado que nio foi necessaria a aplicagdo da condi¢ado de contorno
3 visto que a constante de separagdo e as raizes da equagdo caracteristicas foram
relacionadas entre si, eliminando a necessidade de uma equagdo para A. Aplicando a

condic¢do de contorno 1 na Eq. (223) obtém-se:
O(R.0) =0 =) aR"F, (1) (224)
n=1

A Eq. (224) ndo pode ser resolvida diretamente para a obtencdo de a por causa
da varidvel /7 =cos@ e pelo sinal de somatério. Para prosseguir deve-se utilizar o

conceito de ortogonalidade conforme a Eq. (17).

(7) Ortogonalidade. A Eq. (17) é utilizada para determinar a. Nota-se que a funcdo

P (17) na Eq. (224) € a solugdo da Eq. (217). Ortogonalidade pode ser aplicada na Eq.

(224) somente se a Eq. (214) for uma equacao de Sturm-Liouville e se as condicoes de

contorno em 8=0 e 6= 7/2 foram homogéneas da forma descrita pelas Eqs. (18-20).

Comparando a Eq. (217) com a Eq. (12) obtém-se:

a, () =- 0 3772 (225)
a, (M =0 (226)
a; () = 1 7 (227)
1-n
Utilizando os resultados da Eq. (225-227), obtém-se das Eqs. (14-16):
p(n) = eJ. @din _ eJ. [_IEZZJ 7 = lPIHRTAD] = PRl DI] = 2 (228)

4(7) = a,(7) p(7) = 0% ,721_1 =0 (229)
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2

w7) = ay() play) = f_,‘]} =-1 (230)

Como as duas condigdes de contorno de H(8) = P, (17) sdo homogéneas na forma
descrita pelas Eqs. (18-20), conclui-se que as funcdes caracteristicas ¢, (17) =P (1]) e

¢,(r7) =P (17) sdo ortogonais com relagdo a fungdo peso w(7) =—1. Agora estamos

prontos para aplicar a ortogonalidade na Eq. (224) para determinar a. Multiplicando
ambos os lados da Eq. (224) por w(1))P,(17)dn e integrando de 7=0(6=7/2) a

n =18 =0), obtém-se:

ﬂ OswimE, dn = j; {Z:;aR"Ii(me(mRn (mdn (231)

Trocando o simbolo do somatério e da integral e sabendo que w(77) =—1 pode-se

reescrever a Eq. (231) como:
1 |
o[ Bndn=ar"Y.[ PP, (mdn (232)
n=1

De acordo com o principio da ortogonalidade, Eq. (17), a integral do lado direito
da Eq. (232) é nula quando m# n. Assim, todas as integrais que surgem devido ao sinal
de somatorio sdo nulas, exceto no caso quando m = n A Eq. (232) pode entdo ser reescrita

utilizando somente o subscrito # e resolvida para a, obtendo-se:

AN
R [ 1P,(pPdn

a (233)

As integrais da Eq. (233) podem ser avaliadas utilizando as Egs. (80) e (84) do

Apéndice, obtendo-se:
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©
Ri [, (0) = F,,,(0)] (234)

a =

A forma final da distribui¢ao de temperaturas € escrita substituindo a Eq. (234) na

Eq. (223), obtendo-se:
— . OS n
o(r.6) = ZF[PM )= P,,,(O)]r"P, (1) (235)
n=1

Substituindo as definicdes de O(r,8), O e /] e rearranjando, pode-se reescrever

a Eq. (223) na seguinte forma:

T(r,0) =T, +(T;~T.)> [P, ,(0)~P,, (0)](%} P, (cosB) (236)
n=l1

6 — CONDUCAO TRIDIMENSIONAL EM REGIME PERMANENTE

Os principios basicos de solu¢do de problemas de conducido bidimensionais em
regime permanente utilizando o método da separagdo de varidveis continuam vélidos para
problemas de conducdo tridimensionais em regime permanente. O principio da
superposicdo pode estar envolvido na solu¢do de tais problemas. Para ilustrar o

procedimento de solugdo serd apresentado um exemplo resolvido.
EXEMPLO 7 - CONDUCAO TRIDIMENSIONAL EM UM CUBO

Um sdlido estacionario no formato de um cubo com lados de comprimento L e
condutividade térmica constante esta fixado sobre uma superficie conforme mostrado na
figura abaixo. A distribui¢do de temperaturas na base do s6lido é conhecida (medida) e é

denotada por f(x,y). Um fluido refrigerante com temperatura 7, e coeficiente de

transferéncia de calor & escoa sobre o cubo. Por simplicidade, pode-se assumir que % €
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bastante elevado. Obtenha distribuicao de temperaturas 7'(x,y,z) em regime permanente

sem gera¢do de energia.

Figura 7 — Esquema do EXEMPLO 7.

A formulacdo do problema é escrita como:

0°T 0°T 0°T
+ +

=0(H.
x> 9y’ 0z’ ()

T(x,y,0)0=1,(N.H.)

T(x,y,L)= f(x,y) (N.H.)

T(x,0,z) =T, (N.H.)

T(x,L,z)=T,(N.H.)

7(0,y,z) =T, (N.H.)

T(L,y,z)=T,(N.H.)

h,T,

(237)

(238)

(239)

(240)

(241)

(242)

(243)

A equacdo diferencial parcial é homogénea, mas as seis condi¢Oes de contorno

sd0 ndo-homogéneas. Para que o método da separacdo de varidveis possa ser aplicado,
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pelo menos cinco das seis condigdes de contorno devem ser homogéneas. Para isso,
define-se a variavel 8(x,v,z)=T(x,y,z)—T. de tal forma que a equacdo diferencial
00

governante e as condi¢des de contorno sejam reescritas como:

‘;;f + g;‘f + gif =0(H.) (244)
6(x,y.0)=0(H.) (245)
6(x,y, L) = f(x,y) =T, =¢(x,y)(N.H.) (246)
6(x.0,z) =0 (H.) (247)
6(x,L,z) =0 (H.) (248)
6(0, y,z) = 0(H.) (249)
6(L.y,z)=0(H.) (250)

Assim, além da equacao diferencial parcial homogénea, cinco das seis condi¢des
de contorno sdo agora homogéneas, tornando o método da separacdo de varidveis

aplicavel. A solucdo esperada para a Eq. (244) tem a seguinte forma:

O(x,y,2) = X ()Y (¥)Z(2) (251)

Substituindo a Eq. (251) na Eq. (244), separando variaveis, igualando a duas
constantes distintas e sabendo que x e y sdo direcdes homogéneas, obtém-se as seguintes

equagoes diferenciais ordindrias:

2
d { +A2X =0 (252)
szm 2 —
—++a,Y, =0 (253)

dy
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2
42 dfz”’” -(h+a)Z,, =0 (254)

As Eqgs. (252-254) podem ser resolvidas utilizando a técnica da equacgdo

caracteristica, com as solucdes gerais sendo escritas na seguinte forma:

X, (x) = A sin(A x) + B, cos(A x) (255)
Y, (y)=C,sin@,y)+D,cos@,y) (256)

Z,(z)=E, sinh( X +a’z)+F, cosh( X +a’z) (257)

A solucdo geral completa é entdo escrita como:

O(x,y,z)= ii[An sin(A,x) + B, cos(A,x)][C, sin(a,, y) + D, cos(a,,y)] X

n=l m=1
[E, sinh( A +a’z)+F, cosh( A +a’ z)] (258)

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (245) obtém-se:

#0 #0

8, (x,y,0)=X, (x)Y,(VIE,, sinh(yJA> + a2 0)+F, cosh(/A> +a>0)]=0=F, =0 (259)
%/_/H’_/ :0 :1

Aplicando a condic¢do de contorno dada pela Eq. (247) obtém-se:

6, (x0,z)=X, (x)IC,sin(a,0)+ D, cos(a,0]Z, (z)=0=D, =0 (260)
#0 =0 =1 #0

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (249) obtém-se:

nm
———
=0 =l £0 #

6,,(0,y,2) =[A,sin(4,0) + B,cos(4,01Y,(y)Z,,(2) =0= B, =0 (261)
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Substituindo os resultados das Egs. (259-261) na Eq. (258) obtém-se:

B(x,y,2) =) D" A,sin(A,x)C, sin(@,,y)E,,, sinh(y| A}, + @}, 2) (262)

n=l m=1

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (248) obtém-se:

8. (x,.L.z)=X,(x)C,sin(@,L)Z, (z)=0=>sin(@,L)=0=a, =224 m=123,.. (263)
NG Com 23 L

z 70 #0
Aplicando a condic¢d@o de contorno dada pela Eq. (250) obtém-se:

8 (L,y,z)=A sin(A LY ()Z, ()=0=sin(A,L)=0= A =" n=123.. (264)
e NS A L

#0 #0 #0

Substituindo os resultados das Egs. (263-264) na Eq. (262) obtém-se:

0,7,0=33 a, sin(%) sin(?j sinh[ﬂ\/ n* +m’ %j (265)

n=l m=1

onde a,, =ACE

n-—nm*

Aplicando a condi¢@o de contorno dada pela Eq. (246) obtém-se:

O(x,y,L) = @x,y) = i i a,, sin(?j sin(?j sinh(7/n® +m?*) (266)

n=l m=1

Dupla ortogonalidade € utilizada para se determinar «,,. A fungdo sin(n7x/L) na
Eq. (266) € solucdo da Eq. (252) e a fun¢do sin(nﬂy/ L) na Eq. (266) € solucao da Eq.
(253). Ortogonalidade pode ser aplicada na Eq. (266) somente se a Eq. (252) for uma
equacdo de Sturm-Liouville e se as condigdes de contorno em x=0 e x=L foram
homogéneas. De maneira similar, ortogonalidade pode ser aplicada na Eq. (266) somente
se a Eq. (253) for uma equacdo de Sturm-Liouville e se as condi¢cdes de contorno em

y=0 e y =L foram homogéneas.
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Comparando a Eq. (252) com a Eq. (12) obtém-se que w(x)=1. De maneira
similar, comparando a Eq. (253) com a Eq. (12) obtém-se que w(y)=1.Tem-se entdo
que ¢, (x) =sin(n77x/ L) e ¢ (x) =sin(k77x/ L) sao ortogonais com relagao a fungio de
ponderacio w(x)=1. De maneira similar, tem-se também que ¢, (y)=sin(m7y/L) e
¢l.(y)=sin(i7y/ L) sdo ortogonais com relagdo a fungdo de ponderacdo w(y) =1.
Multiplicando ambos os lados da Eq. (266) por [wW(x)w(y)sink7x/ L)sinG7y/ L)dxd)],

integrandode x=0 a x=L ede y=0 a y =L obtém-se:

.[ .[ A x, y)w(x)w(y)sm( ?j81n(iijdXdy:

j I ZZanmw(mw(y)sm( ) i (kij' (mL@ jsm( jsmh(ﬂm )dxdy

=1 m=1 L

(267)

Trocando o simbolo do somatério e da integral, sabendo que w(x) =w(y)=1 e

utilizando o principio da ortogonalidade pode-se resolver a Eq. (267) para a,,, ou seja:

J.OL J;)L @x,y) sin[ nL ) sm( Lﬂy )dxa’
st Lo 77 o " o

(268)

nm

Finalmente, substituindo a Eq. (268) na Eq. (265) e retornando a variavel original

obtém-se:

X

o J.OL J-OL Ax,y) sin[nzzxj sin[m:yjdxdy
T(x,y,z)=T, +ZZ — — -
n=l = sinh( 7TV n® +m? )J.O J.O sinz(L] sinz(:y]dxdy
sin(%jm (mmj (ﬂ\/r

ne 2
i j( 69)

LNlN

7 — CONDICOES DE CONTORNO NAO-HOMOGENEAS: O METODO DA
SUPERPOSICAO
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O método da separagdo de varidveis pode ser aplicado para resolver problemas de
conducdo com condi¢des de contorno ndo-homogéneas com o auxilio do principio da
superposicdo. Nessa aproximacgdo, um problema € decomposto em problemas mais
simples em nimero igual ao nimero de condi¢des de contorno nao-homogéneas. Para
cada problema mais simples € atribuida uma condi¢do de contorno ndo-homogénea de
maneira que quando os problemas mais simples e suas condi¢des de contorno sdo
adicionados, retorna-se a formulacdo do problema original. Para ilustrar esse método,

considere conducao bidimensional em regime permanente na placa mostrada na Fig. (8):

YA hT,
q, g(y)
N W
L
—> X

" S

Figura 8 — Condugdo bidimensional com quatro condi¢des de contorno nao-
homogéneas.
Como todas as quatro condicdes de contorno sao nao-homogéneas, pode-se dividir
o problema original em quatro problemas mais simples, cada um com uma condi¢do de
contorno nio-homogénea. A equacdo governante para esse problema, considerando

condutividade térmica constante e sem geracao de energia, € escrita como:

0°T N 0°T
ox* 0y’

=0 (H) (270)

As condi¢des de contorno do problema original sdo:

_; 970y _

" (N.H.
e q, ( )

(D

(2) T(L,y) = g(y) (N.-H.)

(3) T(x,0)= f(x) (N.H)
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@ - kGT(ax,W)

=HT(x,W)-T,] (N.H.)

Pode-se assumir que a solucdo T(x,y) € a soma das solu¢des dos quatro

problemas, ou seja:
T(x,y)=Ti(x,y) +L,(x,y) +T,(x,y) + T, (%, y) (271)

As quatro solugdes, T, (x,y), n=123,4, devem satisfazer a Eq. (270) e as quatro

condic¢des de contorno. Substituindo a Eq. (271) na Eq. (270) obtém-se quatro equacgdes

diferenciais parciais idénticas, ou seja:

n

x>y’

0°T,  0°T,
+

=0, n=123,4 (272)

Substituindo a Eq. (271) na condicdo de contorno 1 obtém-se:

0x 0x 0x 0x

(273)

Pode-se associar a parte ndo-homogénea da Eq. (273) a 7,(x,y), deixando as

condi¢des homogéneas para os trés problemas restantes, ou seja:

000y _ o L0y 050y 0T0y) (274)
Ox Ox Ox Ox

De maneira similar, as trés condi¢cdes de contorno restantes sao subdivididas em:
T(L,y)=0, T,(L,y)=g(y), T,(L,y)=0, T,(L,y)=0 (275)

T.(x,0)=0, T,(x,0)=0, T(x0)=f(x), T,(x,0)=0 (276)
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- kM =hT,(x,W), - kw = hT,(x, W),
_k@=hﬂ()aw), _k@=h[n(x,W)—Tm](277)
y y

Nota-se que cada um dos quatro problemas tem agora uma condi¢do de contorno

ndo-homogénea, conforme mostrado na Fig. (9):

Y+ hT, Y4 ho YA B
7
[
9o 0 %
— Tweyy= "3 T |o T T |2
i /
0 x > “ >
f(x) © o X 00 X
YA ho YA BT,
/ /
7 /|
A /|
4 B oo+ 7 oo
7 /
i - ¢
flxy X 0 :

Figura 9 — Divisdo do problema original em quatro problemas mais simples.

Na resolucdo dos problemas mais simples pode ser conveniente alterar a
localizagdo da origem e/ou a dire¢do dos eixos coordenados. Entretanto, todas as solugdes
devem ser obtidas utilizando a mesma localizacdo da origem e/ou direcdo dos eixos
coordenados. E importante checar se o problema original é reestabelecido a partir da
formulacdo dos problemas mais simples. Isso por ser feito somando as equacdes
diferenciais governantes e as condi¢des de contorno de cada problema. Por exemplo, para

a equacao diferencial governante do problema mostrado na Fig. (9) tem-se que:

027(}9()2, Y, 027(}9()2, Y, azTg(ch,y) +627;;(126, ),
x y x y

OTy(x.y) , O°T(x.y) , O°T,(x,y) , O°Ty(x,y) _

2

ox> dy’ Ox dy’

2

%mx, VAT, (6 ) + T, y) + T, (x, )] +



R 9°T(x,y) + 0°T(x,y)
2 2

w[Tl(x, WL, y)+T(x,y) +T,(x, y)] =

Da condi¢do de contorno 1 tem-se que:

_ 900,y _, 0T,0.y) _, 0T,(0,y) _, 0T,(0.) _
Ox Ox Ox Ox

0
—k—I[T,(0,y) + T,(0, y) + T;(0, y) + T,(0, y)] = —k
Ox Ox

Da condig¢ao de contorno 2 tem-se que:

(L, y) +T(Ly) + T (L) + T,(L.y) =T(L.y) = g(»)
Da condi¢do de contorno 3 tem-se que:

T;(x,0) + T,(x,0) + T,(x,0) + T,(x,0) = T(x,0) = f(x)
Da condig¢ao de contorno 4 tem-se que:

OT(x. W) _

- ki[Tl(x,W) +TL(x, W)+ T, (x,W)+T,(x,W)]=—-k
Oy Oy

0T(0.y) _
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=0(278)

q,(279)

(280)

(281)

WT (x,W)+T,(x,W)+T,(x, W)+ T,(x,W) =T, 1= h[T(x,W)—-T,](282)

Nos exemplos a seguir, como grande parte do procedimento de solucdo é

semelhante ao que ja foi mostrado em detalhes nos cinco primeiros exemplos resolvidos,

o procedimento de solucdo sera apresentado de maneira mais abreviada.

EXEMPLO 8 — SUPERPOSICAO EM UMA PLACA DELGADA

Considere conducao de calor bidimensional na placa delgada mostrada abaixo.

Considerando que a placa esta estacionaria, que ndo ha geracdo interna de energia e que
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sua condutividade térmica € constante, determine a distribuicao de temperaturas 7T'(x, y)

em regime permanente na placa.

h, T, ;////
H \\\ <“'q”
Ay .
/
h, T,

Figura 10 — Esquema do EXEMPLO 8.

A formulacdo do problema original € escrita como:

0°T  9°T

97 +% 0 —oH.

ox’ * ay’ O(H)

kOLON im0,y -1 NH)

1 9TOY) b vy -T. 1 - 4 (NH)
Ox

k aTgx’O) = W[T(x,0) - T, ](N.H.)

T(x,H)= f(x) (N.H.)

(283)

(284)

(285)

(286)

(287)

A formulagdo original do problema consiste em uma equacgao diferencial parcial

homogénea e quatro condi¢des de contorno nao-homogéneas. Para reduzir o nimero de

condicdes de contorno  ndo-homogéneas

O(x,y) =T(x,y)—T,, de tal forma que as Egs. (283-287) sejam reescritas como:

pode-se  utilizar

variavel



0’6 96
+

—+—=0(H.
ox* 0y’ )

£ 2909 _ 400, vy ()
0x

- k@ =hé(b,y)—q (N.H.)
X

06(x,0)

k =h6(x,0) (H.)

O(x,H) = f(x) - T, = ¢(x)(N.H.)
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(288)

(289)

(290)

(291)

(292)

O novo problema tem a equacdo diferencial parcial homogénea e agora duas

condic¢des de contorno homogéneas. Ainda nao é possivel aplicar o método da separagao

de variaveis, que exige que trés das quatro condi¢des de contorno sejam homogéneas.

Para contornar esse problema pode-se utilizar o principio da superposicdo para dividir o

problema original com duas ndo-homogeneidades em dois problemas mais simples, cada

um contendo uma nao-homogeneidade. Um esquema dessa separacdo pode ser visto na

Fig. (11):
¢(x) ¢(x) 0
y - y y -
- h,0 -« h,0
h0 f/ h0 X f/
\ TN N S
A n 47 A n
-— -—
‘X > ‘)C ‘X >
ol Vol ol
h,0 1,0 h, 0

Figura 11 — Esquema do problema a ser resolvido por superposi¢ao.

Como o problema foi original foi dividido em dois novos problemas, a solucio

geral deve ter a seguinte forma:
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0(x,y)=6,(x,y)+6,(x,y) (293)

onde 6 (x,y) € a distribuicdo de temperaturas do primeiro problema e &,(x,y) € a

distribuicao de temperaturas do segundo problema, conforme a Fig. (11). O modelo

matematico para o primeiro problema € escrito como:

20’6, 96

Z 42 7= . 204

ox? +0y2 0(H) (294)

280 - 6.0, y) 1) (295)
ox

k288 _ g 4,y ) (296)

Ox

k9950 _ 16 0y (H) (297)
dy

6 (x,H)=¢(x)(N.H.) (298)

O modelo matemético para o segundo problema € escrito como:

‘2;62'2 + ‘z;ye; =0(H.) (299)

260 _ h6,(0,y) (H.) (300)
0x

—k% =h8,(b,y)—q (N.H.) (301)

(980 hO,(x,0) (H.) (302)

dy
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6,(x,H)=0(H.) (303)

Deve ser notado que cada um dos dois problemas possui trés condi¢des de
contorno homogéneas, tornando possivel a aplicacdo do método da separagdo de varidveis
para ambos. Além disso, deve ser notado que a soma das equacdes diferenciais
governantes bem como das condi¢des de contorno correspondentes dos dois problemas
resulta na equacdo diferencial e condi¢des de contorno do problema original. Por

exemplo, somando as Egs. (294) e (299) obtém-se:

0'g 0’6 06, 0°6, _0'(6+6,) 0’ G+, _00 36

=0 304
ox>  dy> ox> 0y’ ox> ay* ox> 0y’ (364)

Somando as condicdes de contorno correspondentes obtém-se:

(98.0.) 96,05 _ 1 9 40 p 1= 2000
0x 0x 0x 0x
h51(0,)’)+h52(0,)’):h[q(o’)’)"'gz(o’)’)]:hg(o’)’) (305)

Ox Ox Ox
h6,(b,y) +h,(b,y)~q =Hh6,(b,y)+6,(b,y)-q =h6(b,y)~q (306)

X 96, (x,0) i r 65 (x,0) k—[H (x.0) + 6,(x,0)] = OH(x,O) _
dy dy 0
h6,(x,0) + h6,(x,0) = h[6 (x,0) + 6,(x,0)] = h8(x,0) (307)
6 (x,H)+6,(x,H)=6(x,H) = ¢(x) (308)

A solugdo para o primeiro problema, Eq. (294), tem a seguinte forma:

6(x,y)=X,(x, Y (x,y) (309)
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Substituindo a Eq. (309) na Eq. (294), separando variaveis, igualando a uma
constante e sabendo que x € a direcdo homogénea, obtém-se as seguintes equacdes

diferenciais ordinarias:

d’X,, _
— 2+ XX, =0 (310)
d2Yln 2 —

o -AY, =0 (311)

As Egs. (310-311) podem ser resolvidas utilizando a técnica da equacgdo

caracteristica, com as solugdes sendo escritas como:
X,,(x) = A sin(A x) + B, cos(/ x) (312)
Y, (y)=C, sinh(A,y) + D, cosh(A y) (313)

A solucdo completa € entdo escrita como:

G (x,y)= i[An sin(A, x) + B, cos(A, x)][C, sinh(A, y) + D, cosh(A, y)] (314)

n=1

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (295) obtém-se:

Ox

1n

(WA, [A, cos(A,0)— B sin(A,0)] =kY,, (y)A,A, =
S —_

=1 =0

A X, (0)Y,, (¥)]=h[A,sin(A, 0)+ B, cos(A,0)]Y, (y)=hB)Y, (y)
- " "

=0 =1

A = [Lj B, (315)

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (297) obtém-se:
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k OLX,, (Y, O] kX,,(x)A [C, cosh(A 0)+ D, sinh(A 0)] =X, (x)A,C, =
h X, (x)Y, (0)]=h[C, sinh(A 0)+ D, cosh(A, 0)]1X, (x)=hD X, (x)
:O_J =1 —
h
C,=|—|D 316
s o

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (296) e utilizando os resultados

das Egs. (315-316) obtém-se:

L OLX, B, ()] _

-kY, (y)A B, H%} cos(A b) - sin()lnb)} =

Ox .,
X, Y, (»nl= h%()’)%{[%] sin(A,b) + COS(/LJ?)}
cot(A,b) = M __Bi (317)
2Bi  2(Ab)

onde Bi=hb/k. Substituindo os resultados das Eqgs. (315-316) na Eq. (314) e

rearranjando obtém-se:

G(x,y)= i a, K%] sin(A x) + cos(Anx)}Kﬁj sinh(A,y) + cosh(A, y)} (318)

n n

onde a, =B D,. Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (298) obtém-se:

G(x,H)=¢x)= i a, K%J sin(A x) + cos(/lnx)}Hk%J sinh(A H) + Cosh(/lnH)} (319)

n n

Ortogonalidade € utilizada para se determinar a constante a,. A func¢do
¢, (x) =[(n/kA, )sin(A x) +cos(Ax)] na Eq. (319) é a solugio da Eq. (310).

Ortogonalidade pode ser aplicada na Eq. (319) somente se a Eq. (310) for uma equagdo

de Sturm-Liouville e se as condi¢gdes de contorno em x =0 e x =b foram homogéneas.
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Comparando a Eq. (310) com a Eq. (12) obtém-se w(x) =1. Tem-se que ¢, (x) e ¢, (x)
sdo ortogonais com relacao a funcio peso w(x) =1. Multiplicando ambos os lados da Eq.

(319) por w(x)[(h/ kAm)sin(/]mx) +cos(/lmx)]dx e integrando de x =0 a x =b obtém-se:

Jsm(A x) +cos(A x)}dx I Za K%] sin(A,x) + cos(A x) | x

[ w(X)W(x)K

ﬂ’l

h | . n)
Kk_/]nj sinh(A, H) + cosh(A, H )}W(X)KHWJ sin(A_x) +cos(A x) |dx(320)

Trocando o simbolo do somatorio e da integral, sabendo que w(x) =1 e utilizando

o principio da ortogonalidade pode-se resolver a Eq. (320) para a,, obtendo-se:

J. qp(x){( jsm()l x) +cos(A x)}

4= (321)

! ol h ). ’ h ).
{L K%j sin(A,x) + cos(/t,x)} dx}Hk/l,,j sinh(A,H ) + cosh(A, H )}

Finalmente, substituindo a Eq. (321) na Eq. (318) e retornando a varidvel original

obtém-se:

Ii(x,y) =T, +Z{I (/’(X)H JSIH(/] x) +cos(A X)}dx}Hk%Jsin(Anx)+cos()|nx)}x

h ).
Kk/‘nj sinh(A, y) +cosh(A, y)}

{jb H kﬁ j sin(A, x) +cos(A x)} H(};J sinh(A H) +cosh(A H )}

A solucdo para o segundo problema, Eq. (299), tem a seguinte forma:

(322)

6,(x, y) = X,(0)Y,(y) (323)



338

Substituindo a Eq. (323) na Eq. (299), separando varidveis, igualando a uma
constante e sabendo que y € a direcdo homogénea, obtém-se as seguintes equacdes

diferenciais ordinarias:

2

d difzzn —a’X, =0 (324)
2

e sary, =0 (325)
Y

As Egs. (324-325) podem ser resolvidas utilizando a técnica da equacdo

caracteristica, com as solugdes sendo escritas como:
X,,(x)=E sinh(a x)+F cosh@, x) (326)
Y, (y)=G,sin(a,y)+ H cos(@,y) (327)

A solucdo completa € entdo escrita como:

6, (x,y)= i[En sinh(a,x) + F, cosh(a,x)][G,sin(a,y) + H,cos(a,y)] (328)
n=1

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (300) obtém-se:

L X, (O, ()]

> = kY,, (y)a,[E,cosh(a,0) + F,sinh(a,0)] = kY, (y)a E, =
X

=1 =0

h X,,0)Y, (y)]=h[E sinh(a,0)+ F cosh(a,0)]Y, (y) =hF)Y, (y)

=0 =l

E, = [—JF (329)

Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (302) obtém-se:
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1 9X5, (0Y,, (0]

=kX,,(x)a,[G, cos(a,0)— H sin(a,0)] = kX, (x)a,G, =
ay \—w——’

=] =0

hX,,(x)Y,, (0)]=h[G,sin(a,0)+H, cos(a,0)]X,, (x)=hH X, (x)
%,_J %/_J

=0 =1

G :[LJH (330)

Aplicando a condicio de contorno dada pela Eq. (303) e utilizando o resultado do

Eq. (330) obtém-se:

[X,, (Y, (H)]= in(x)HnKLJSin(anH) +cos(a,H) |=0= —tan(a, H) = ka,

=0

Substituindo os resultados das Egs. (329-330) na Eq. (328) e rearranjando obtém-

Se:

]sin(a'ny) + cos(a’ny)} (332)

RORIAS b
6,(x,y)= ;bn K i ]smh(anx) + cosh(a’nx)}& o

n

onde b, = F H, . Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (301) obtém-se:

- kz l:[ ]cosh(a b) +sinh(a b)}{( kZ' sin(a,y) + cos(a'ny)} =

hz l:( jsmh(a’ b) +cosh(a b) (%J sin(a,y) + cos(any)} -q (333)

Ortogonalidade ¢é utilizada para se determinar a constante b,. A fungdo
¢,(y) =[(n/ka,)sin(@,y) +cos(@,y)] na Eq. (333) é a solugio da Eq. (325).

Ortogonalidade pode ser aplicada na Eq. (333) somente se a Eq. (325) for uma equagdo

de Sturm-Liouville e se as condi¢des de contornoem y =0 e y = H foram homogéneas.

Comparando a Eq. (325) com a Eq. (12) obtém-se w(y) =1. Tem-se que &, (y) e ¢, (y)



340

sdo ortogonais com relagdo a funcdo peso w(y) =1. Multiplicando ambos os lados da Eq.
(333) por w( y)[(h/ ka'm)sin(am y)+cos@,, y)]dy e integrando de y=0 a y=H obtém-

S€:

IOH - kz bnanw(y)K Z Jcosh(a’ b) +sinh(a, b)}

KL] sin(a,,y) +cos(a, y)}[(ij sin(a,,y) +cos(a,, y)}dy =
ka, ka,

[ th w(y)K o

KLJ sin(a,y) +cos(a, y)}{(ij sin(a,,y) +cos(a,, y)}dy -
ka, ka,

j qw (y)K jsm(a y) +cos(a, y)}dy(334)

jsmh(a b) + cosh(a b)}

Trocando o simbolo do somatério e da integral, sabendo que w(y) =1 e utilizando

o principio da ortogonalidade pode-se resolver a Eq. (334) para b,, obtendo-se:

n’

q |k
P I Hka jsm(a’ y) +cos(a, y)}dy

. h Hi[ h ). :
Slnh(anb)ll_(mlj }{L |:(mlj81n(any)+008(any):| dy}

Finalmente, substituindo a Eq. (335) na Eq. (332) e retornando a variavel original

(335)

obtém-se:

q—_[H N sin(a,y) +cos(a,y) |dy
® ka,* |\ ka,
T(x,y) =T+

n=l h ? H h . ’
Slnh (anb)ll - [Mj ]{L |:[mlj Sln(an y) + COS(an y):| dy}

X




h . h
KF‘J sinh(a, x) + cosh(anx)}K Py

—) sin(a,y) +cos(a, y)} (336)

341

n

O ultimo passo consiste em adicionar as solu¢des representadas pelas Egs. (322)

e (336) para a obten¢do da solugdo completa do problema original, ou seja:

h

T(x,y)=T, + i {[Oh W)Hﬁj sin(A x) + cos(A,lx)}dxH
n=1 n

h) . |
[[Mj sinh(A, y) + cosh(4,y)

n

n

%j sin(A x) + cos()lnx)} X

h .
KMJ sin(A,x)

"

ka,

Y .
+COS(/1HX)_ dXH:(k/‘”
NI
o\ ka,

Jsinh()InH) + cosh(AnH)}

sin(a,y) + cos(a’ny)}dy

n=

)

1 sinh(anb){l —[anJZ} [

Khj sin(a,y) +cos(a, y)} dy
ka,

sinh(a, x) + COSh(“ﬂ)}K%) sin(a, y) +cos(@, y)} (337)

n

EXEMPLO 9 - SUPERPOSICAO EM UMA CAPSULA CILINDRICA

Uma céapsula cilindrica delgada estaciondria contendo rejeitos radioativos

conforme mostrado na figura abaixo possui geracdo interna de energia volumétrica
uniforme a uma taxa ¢. A céapsula possui condutividade térmica constante, estd em
repouso sobre uma superficie adiabatica e estd sendo resfriada por um fluido refrigerante
com temperatura 7., escoando sobre a cdpsula. E assumido que o coeficiente de

transferéncia de calor por convecgdo A entre o fluido refrigerante e a cidpsula é bastante

alto. Determine a distribuicao de temperaturas 7 (r,z) em regime permanente na cipsula.
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Base adiabatica

T,

h, T

Figura 12 — Esquema do EXEMPLO 9.

A formulacdo do problema original € escrita como:

ror\ or 0z>

07(0, z)
or

=0(H.)
T(R,z)=T,(N.H.)

0T (r,0)

Py =0(H.)

T(r,L)=T, (N.H.)

2 .
li(ra—Tj +6_T +% =0(N.H.)

342

(338)

(339)

(340)

(341)

(342)

A formulagdo original do problema consiste em uma equacgao diferencial parcial

nao-homogénea, duas condi¢des de contorno homogéneas e duas condi¢des de contorno

nao-homogéneas. Para reduzir o nimero de condi¢des de contorno ndo-homogéneas

pode-se utilizar a variavel 8(r,z) =T(r,z)—T,,

reescritas como:

de tal forma que as Eqs. (338-342) sejam
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li(rﬁ} 96 14 =g NH) (343)

ror\ or 0z k

06(0,z) _ 0(H.) (344)
or

6(R,z)=0(H.) (345)

06(r,0) —0(H,) (346)
0z

6(r,L)=0(H.) (347)

O novo problema tem a equacao diferencial parcial ndo-homogénea e agora quatro
condic¢des de contorno homogéneas. Ainda nao € possivel aplicar o método da separacdao
de variaveis, que exige que a equacao diferencial parcial do problema seja homogénea.
Para contornar esse problema pode-se utilizar o principio da superposi¢ao para separar a
equacao diferencial parcial com uma ndao-homogeneidade em duas equagdes diferenciais:
uma equacdo diferencial ordindria contendo a ndao-homogeneidade e uma equacgdo

diferencial parcial homogénea. Um esquema dessa separacao pode ser visto na Fig. (13):

'l e

.

- ~ - ~ - ~

s ' ¥
dz dz

Figura 13 - Esquema do problema a ser resolvido por superposi¢ao.

Como o problema foi original foi dividido em dois novos problemas, a solucio

geral deve ter a seguinte forma:
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O(r,z)=6,(r)+6,(r,z) (348)

onde G(r) é a distribuicdo de temperaturas do primeiro problema e 6,(r,z) € a

distribuicao de temperaturas do segundo problema, conforme a Fig. (13). O modelo

matematico para o primeiro problema € escrito como:

1i[rd_@j+1:0 (349)

rdr\ dr) k

480 =0 (350)
dr

6(R)=0 (351)

O modelo matemético para o segundo problema € escrito como:

10( 06, 9°6,

——|r—|+—==0(H. 352

rar(r Or) 0z (H) (552)

96,(0,2) =0(H.) (353)
or

6,(R,z)=0(H.) (354)

06,(r,0) —0(H) (355)
0z

6,(r,L)=-6(r,L)(N.H.) (356)

Deve ser notado que o segundo problema possui trés condi¢des de contorno
homogeéneas, tornando possivel a aplicacdo do método da separagdo de varidveis. Ja para

o primeiro problema, a solucdo pode ser obtida por dupla integracdo. No caso, a ndo-
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homogeneidade do problema original foi acoplada a equacdo diferencial ordinaria, bem
mais simples de ser resolvida. Além disso, deve ser notado que a soma das equagdes
diferenciais governantes bem como das condi¢des de contorno correspondentes dos dois
problemas resulta na equacao diferencial e condi¢des de contorno do problema original.

Por exemplo, somando as Egs. (349) e (352) obtém-se:

li(r%]+li(raezj+az‘9l 0%, +i:li[ra(91 +<92)}raz((9l +6) ., 4 _
ror\ or ror\ Oor 2;_21 0z k ror or 0z* k

=0

2 .
li[r%) 909 +42003s7)

ror\ or 2*

Somando as condic¢des de contorno correspondentes obtém-se:

06(0.2) ,06:0.2) _ 3 150 0 272000 g (358)
or or or or

G(R,z)+6,(R,z) =6(R,z) =0 (359)

06,(r,0) N 06,(r,0) _ 06(r,0) 0 (360)
0z 0z 0z

—

6(r,L)+6,(r,L)=6(r,L)=6(r,L)—6(r,L)=0 (361)

A solucdo do primeiro problema € obtida por dupla integracdo da Eq. (349), ou

seja:
a6, 4" 4 A (362)
dr 2k r
gr’
Hl(r)=—E+Alnr+B (363)

Aplicando as condi¢des de contorno dadas pelas Egs. (350-351) obtém-se:
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460) _40 [ A__ 4=y (364)
dr 2k 0
.2 © 2
g(R)=-4% 4R (365)

+B=0=B=
k 4k

Substituindo as Eqs. (364-365) na Eq. (363), voltando a variavel original e

rearranjando obtém-se:

T(r)=T, + qﬁj [1—]’;—22J (366)
A solucdo para o segundo problema, Eq. (352), tem a seguinte forma:

6,(r,z) = R,(r)Z,(z) (367)
Substituindo a Eq. (367) na Eq. (352), separando varidveis, igualando a uma

constante e sabendo que r é a direcio homogénea, obtém-se as seguintes equacdes

diferenciais ordinéarias:

2
R By g, =0 (368)
0°Z
GT;]( -Xz,=0 (369)

As Eq. (368) € uma equacao diferencial de Bessel, que pode ser resolvida com o
auxilio do Apéndice, tendo os coeficientes A=B=0, C=1, D=A, e n=0. Ja a Eq.

(369) pode ser resolvida utilizando a técnica da equagdo caracteristica. As solucdes gerais

sa0 escritas como:

R, (r)=C.J,(Ar)+D.Y,(Ar) (370)
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Z,,(z) = E, sinh(A,z) + F, cosh(/,z) (371)

A solugdo geral completa € entdo escrita como:
6,(r,z) = Z[ijo()lkr) + D, Y, (A, N][E, sinh(A, z) + F, cosh(A, z)] (372)
k=1

Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (353) obtém-se:

O[R,,(0)Z
[ 2k(a) 2 (2)] =Z,,(2)A[C, J,(A.0)+ D,Y,(A,0)]=0= D, =0 (373)
r T:,(—)‘ %z,—JO %\:r_Joo

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (355) obtém-se:

O[R,,(r)Z,,(0)]

5, = RZk(r)& [E, cosh(A,0) + F sinh(A,0)]=0= E, =0 (374)
20 %0 =1 =0

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (354) e substituindo o resultado

das Egs. (373-374) obtém-se:

R,(R)Z,,(2)=C,J,(AR)Z,,(2)=0= J,(A,R) =0 (375)
% %

Substituindo os resultados das Eqs. (373-374) na Eq. (372) e rearranjando obtém-

S¢:

6,(r,z) = iak[Jo (A.r)][cosh(A,z)] (376)

k=1

onde a, =CF,. Aplicando a condicdo de contorno dada pela Eq. (356) obtém-se:

o0 - D2 2
> @[y (A)lcosh(AL)] = - qﬁc [1 - ;—j (377)
k=1
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Ortogonalidade € utilizada para se determinar a,. A fungido ¢ (r)= [J oA r)] na

Eq. (377) € a solucdo da Eq. (368). Ortogonalidade pode ser aplicada na Eq. (377)
somente se a Eq. (368) for uma equagdo de Sturm-Liouville e se as condi¢cdes de contorno

em r=0 e r = R foram homogéneas. Comparando a Eq. (368) com a Eq. (12) obtém-se
w(r) =r. Tem-se que ¢ (r) e ¢ (r) sdo ortogonais com relagéo a fungdo peso w(r) =r.
Multiplicando ambos os lados da Eq. (377) por w(r)[J0 (Air)]dr e integrando de r=0 a
r = R obtém-se:

[ kﬁ; a ()L, ATy (Anficosh(A Lydr = [ - w(r)[J()(Air)]a—I:[l —;—Z)dr (378)

Trocando o simbolo do somatdrio e da integral, sabendo que w(r) = r e utilizando

o principio da ortogonalidade pode-se resolver a Eq. (378) para a,, obtendo-se:

2
GR [ 11, (Akr)(l - ;z)dr
4 =~ . (379)
4k[cosh(/1kL)]j0 rI 2 (A r)dr

As integrais da Eq. (379) ndo sdo diretas e podem ser resolvidas com o auxilio do

MAPLE, obtendo-se:

R 2 2

[ 7, (/]kr)(l —%Jdr = —/li—R[)lkRJO (AR)-2J,(AR)] (380)
R R2

jo vy (Ar)dr = 7[Jg AR)+J (AR)] (381)

A Eq. (379) € entdo reescrita com os resultados das Eqgs. (380-381) na seguinte
forma:

q MkR]o(/]kR) _2J1(/]kR)]

Y 2 2 (382)
EkRcosh(A,L) [JZAR)+JZ(AR)]

a
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Finalmente, substituindo a Eq. (382) na Eq. (376) e voltando na variavel original

obtém-se:

T,(r,2)=T, + qu o(A.r)cosh(A, z) [A RJ,(AR)—2J,(AR)]

~ AkRcosh(A,L) [JJ(AR+J (AR)] (389

O ultimo passo consiste em adicionar as solu¢des dadas pelas Egs. (366) e (383)

para a obten¢do da solu¢do completa do problema original, obtendo-se:

T(r,z)=2T, +

e [ . j X o(Ar)cosh(4,2) [ARIy(AR) 21, (AR 50,

4k ~  JkRcosh(A,L)  [JZ(AR)+JX(AR)]
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8-EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Uma placa retangular de comprimento L e altura H estd isoladaem x=Le y=W. A
placa é aquecida com um fluxo de calor variavel ao longo de x =0. O quarto lado estd a

temperatura 7;. Determine a distribuicdo de temperaturas bidimensional em regime

permanente.
Y A
VISV IV IIIIIIIIS

—_— /

v,

—_— /

q,(») W

—_— /
> L 0
0 7 .

h

2) Energia térmica é gerada em uma placa retangular de dimensdes 3L X H a uma taxa
volumétrica uniforme ¢. A superficie em (0, y) estd mantidaa 7. Ao longo da superficie
(3L, y) aplaca troca calor por convecgdo. O coeficiente de transferéncia de calor é he a
temperatura ambiente é T, . A superficie (x, H) esta dividida em trés segmentos iguais
que estdo mantidos a temperaturas uniformes 7,, 7, e T, respectivamente. A superficie
em (x,0) estdisolada. Determine a distribui¢ao de temperaturas bidimensional em regime

permanente.

Yy T I Iy

<« L e L _Sle L _o

h
T/ q" HT,

3L

7777777777777 7777777777 }t

3) Considere conducio bidimensional em regime permanente em uma placa retangular de

dimensdes L x H. Oslados (0,y) e (x, H) trocam calor por convecgao. O coeficiente de
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transferéncia de calor é & e a temperatura ambiente é 7, . O lado (x,0) estd isolado.
Metade da superficie em x =L ¢é resfriada por um fluxo de calor qiv enquanto a outra

metade € aquecida por um fluxo de calor q2 Determine a distribui¢do de temperaturas

na placa e calcule a taxa de transferéncia de calor ao longo de (0, y).

VA h,T,
+ L
P H/? =42
ch_‘, *7 "
H/2 =1

() Frr 77 77 i d P i P P 7 7 7 s }.I.'

4) Radiagao térmica incide sobre um lado de uma placa retangular de dimensdes L % H

e ¢ parcialmente absorvida. A energia absorvida resulta em uma geracdo de energia

térmica ndo uniforme dada por ¢ = A e, onde A e [ sdo constantes. A superficie
que estd exposta a radiacdo, (x,0), estd mantida a T, enquanto a superficie oposta (x, H)
estd mantida a 7,. A placa esta isolada ao longo da superficie (0, y) e resfriada ao longo
da superficie (L,y) por um fluxo de calor uniforme ¢,. Determine a distribui¢do de

temperaturas em regime permanente.

VA Vet!
A
1
/
/ nr -8y L
; q = A,e H—>q,
1
/ L R
0 ‘t T2 X

radiation

5) Um cilindro solido de raio 7, e comprimento L estd mantida a 7, na sua extremidade

esquerda. A extremidade direita estd mantida a 7, e a superficie cilindrica est4d mantida a

T.. Determine a distribuicdo de temperaturas em regime permanente no cilindro.
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e N

T, L T

6) A taxa volumétrica de geracdao de energia em um cilindro s6lido de raio r, e

0
comprimento L varia ao longo do raio de acordo com a expressdo ¢ =¢,r, onde ¢, é
uma constante. Um lado esté isolado enquanto o outro lado € resfriado por um fluxo de
calor uniforme ¢,. A superficie cilindrica est4 mantida a uma temperatura uniforme 7.

Determine a distribui¢do de temperaturas em regime permanente no cilindro.

T,

(2]
FG
/) e
0—>z q >, @
4 4o

7) Um eixo deraio 7, e comprimento L estd mantido a 7, na seu lado esquerdo e mantido

a T, no seu lado direito. O eixo gira no interior de uma bucha de comprimento b. Energia
térmica € gerada na interface entre a bucha e o eixo a um fluxo uniforme ¢g,. A superficie

cilindrica do eixo estd bem isolada. Determine a distribui¢do de temperaturas em regime

permanente no eixo.

Fh
e— Hh —>
LLLLELL LIS, 7
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8) No modelo tradicional de aletas radiais de perfil retangular, a variacdo de temperatura
lateral é desprezada. Assim, um problema que seria de conducdo bidimensional é
modelado como um problema de condu¢do unidimensional. Para examinar a precisdo

dessa aproximacdo, considere uma placa extensa com espessura 2H fixa em um duto de
raio 7,. O tubo estd mantido a temperatura uniforme 7). As superficies superior e inferior

da placa trocam calor por conveccdo. O coeficiente de transferéncia de calor é & e a

z

temperatura ambiente € 7. Determine a distribuicio de temperaturas em regime

permanente e a taxa de transferéncia de calor na placa.

h, T, 1. hT, |
) 1 >r (2H
h,T. —:-l r,h, T, f

=

(e 4]

9) Energia elétrica € gerada no interior de um cabo elétrico de raio 7, a uma taxa

o

volumétrica uniforme ¢,. O cabo se move com velocidade U através de uma grande

camara onde troca calor por convecgdo. O coeficiente de transferéncia de calor é /e a

temperatura ambiente € 7, . O cabo entra na cimara com uma temperatura 7;. Determine

a distribui¢do de temperaturas em regime permanente no cabo elétrico.

J U h’TI r,

Ptz —— T

[ % h\\i \__/
\ N qr
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CAPITULO 6

CONDUCAO TRANSIENTE

Em conducdo transiente a temperatura em qualquer posicdo em uma regiao varia
com o tempo. Essa € uma condicdo comum que € encontrada em diversas aplicacdes de
engenharia. Nesse capitulo serd apresentado primeiramente um modelo simplificado para
resolver certos problemas transientes na qual a variacdo espacial de temperaturas é
desprezivel. Apds isso serd analisado o problema de conducdo transiente e
unidimensional nas geometrias plana, cilindrica e esférica. Um problema transiente e
bidimensional também serd apresentado. Finalmente, serd mostrado o método da
similaridade e o método integral, amplamente utilizados para analisar problemas

transientes e unidimensionais em regides semi-infinitas.
1-METODO SIMPLIFICADO: METODO DA CAPACIDADE CONCENTRADA

Na aproximacdo mais simples para resolver problemas transientes, a variacao
espacial de temperaturas € desprezada e € assumido que a temperatura varia somente com

o tempo. Tem-se entdo que:
T=T(@) (1)

Essa idealizacdo nem sempre € justificada mas pode ser aceita sob certas

condig¢des discutidas na proxima secao.

1.1-CRITERIO PARA SE DESPREZAR A VARIACAO ESPACIAL DE
TEMPERATURAS

Considere um fio de cobre fino que € aquecido em um forno e entdo removido do

forno de tal forma que seja resfriado por convecc¢ao. Calor € conduzido através do interior
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do fio e entdao removido por conveccao a partir da superficie do fio. Assim, existe uma
queda de temperaturas AT através do raio do fio. E essa queda de temperaturas que é
desprezada no método da capacidade concentrada. Fatores que influenciam essa queda

sdo: (1) o raio do fio r,, (2) a condutividade térmica do fio k e (3) o coeficiente de

transferéncia de calor A.

Espera-se que AT seja baixo para pequenos raios e para altas condutividades
térmicas. O comportamento do / ndo € tao 6bvio. Um coeficiente de transferéncia de calor
baixo pode ser comparado com uma camada isolante restringindo o calor que deixa o fio
e assim forcando um gradiente de temperaturas mais uniforme no interior do fio. A forma
como esses fatores se combinam para formar um parametro que fornece uma medida da
queda de temperaturas pode ser estabelecida por andlise dimensional da equacgado
governante do problema e suas condi¢Oes de contorno. Esse parametro € chamado de

nimero de Biot, um adimensional que é definido como:

ho
Bi=— 2
i P ()

onde J € a escala de comprimento que € igual a distancia através da qual a queda de

temperaturas AT € desprezada. Nesse exemplo, J = r,. Baseando-se nessa observacao,

pode-se concluir que quanto menor o nimero de Biot, menor € o valor de AT. A préxima
questdo é: quao baixo deve ser o nimero de Biot para que a queda de temperaturas AT
seja desprezivel?

A resposta é obtida comparando-se solugdes transientes aproximadas na qual a
variacdo espacial de temperaturas foi desprezada com solucdes exatas onde a variagao

espacial de temperaturas nao foi desprezada. Resultados indicam que para Bi<0,1 a

queda de temperaturas AT € menor do que 5% da diferenca de temperaturas entre o centro
e a temperatura do fluido ambiente. Assim, o critério para se desprezar a variacao espacial

de temperaturas e a justificativa para se utilizar o método da capacidade concentrada é:

Bi= % <01 3)
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Deve-se ter cuidado para identificar a escala de comprimento 0 na Eq. (3). Para

um cilindro longo, & =r,. Para uma placa longa com espessura L que € aquecida ou

resfriada em ambos os lados, simetria sugere que J = L/2. Entretanto, para uma placa

que esté isolada em um dos seus lados, 0 = L. Para um corpo com formato irregular, ou
para um corpo na qual calor € transferido a partir de mais de uma superficie, uma
defini¢do razodvel para a escala de comprimento do nimero de Biot é determinada

dividindo o volume do objeto, V, pela sua area superficial, A .. Tem-se entdo que:
Vv

0=— 4)
A (

O significado do nimero de Biot também pode ser visualizado reescrevendo a Eq.

(2) na seguinte forma:

Bi = 5_/k
1/

)

A Eq. (§) indica que o numero de Biot € a relag@o entre a resisténcia térmica de
conducdo (interna) e a resisténcia térmica de conveccdo (externa). Assim, um baixo
nimero de Biot implica uma baixa resisténcia térmica interna comparada com a

resisténcia térmica externa.
1.2-ANALISE GERAL DA CAPACIDADE CONCENTRADA

Embora a conducdo transiente em um sé6lido seja normalmente iniciada pela
transferéncia de calor por convecgdo para ou de um fluido adjacente, outros processos
podem induzir condi¢cdes térmicas transientes no interior do sélido. Por exemplo, um
s6lido pode estar separado de uma grande vizinhanca por um gas ou pelo vacuo. Se as
temperaturas do so6lido e da vizinhanga forem diferentes, a troca de calor por radiacao
poderia causar uma variagdo na energia térmica interna do sélido e, assim, na sua
temperatura. Mudangas na temperatura do solido também poderiam ser induzidas pela
aplicacdo de um fluxo térmico sobre a sua superficie ou parte dela, e/ou pelo inicio de um

processo de geracdo de energia térmica no seu interior. O aquecimento da superficie
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poderia, por exemplo, ser efetuado através da fixacdo de um aquecedor elétrico delgado
sobre ela, enquanto a energia térmica poderia ser gerada pela passagem de uma corrente
elétrica através do sdlido.

A Fig. (1) mostra uma situagao na qual as condi¢des térmicas no interior de um
sOlido podem ser influenciadas simultaneamente pela conveccdo, pela radiacdo, pela
aplicacdo de um fluxo em sua superficie e pela geracao interna de energia. Considera-se

que, no instante inicial (¢ =0), a temperatura do solido (7;) € diferente daquelas do fluido,
T, e da vizinhanga, T, , e que tanto o aquecimento superficial quanto o aquecimento

volumétrico (g, e ¢) sdo acionados.

Tviz
p,c,V,T(0) =T,
\ T \ 9rad
q; i E g’ Eacu i Too s h
A i | 9conv
s w |
Aconv,rad

Figura 1 — Volume de controle para analise geral via capacidade concentrada.

O fluxo térmico imposto ¢, e as transferéncias de calor por convec¢do e radiagio

ocorrem em regides da superficie exclusivas, A, A,

wm € A, As transferéncias de calor
por convecg¢do e radiacdo sdao presumidas saindo da superficie. Além disso, embora as
transferéncias de calor por convecg¢do e radiagdo tenham sido especificadas na mesma

superficie, as superficies podem, na realidade, ser diferentes (A, # A,,). Aplicando a

cony

conservacdo da energia em qualquer instante ¢ e utilizando a Fig. (1) obtém-se:
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. . ; . dT
QsAs + Eg - (qmnv + de )Amnv,rad = pvcz (6)

Utilizando as equagdes das taxas de conveccdo e radiacdo pode-se reescrever a

Eq. (6) na seguinte forma:

G A +E, ~[W(T ~T,)+E0(T* ~T)NA 0 0 = ovedl o

viz conv,rad d
t

A Eq. (7) é uma equacdo diferencial ordinaria ndo-linear de primeira ordem, nao-
homogénea, que ndo pode ser integrada diretamente para obter-se uma solucio exata.
Contudo, solugcdes exatas podem ser obtidas para versdes simplificadas dessa equagao.

1.2.1-RESFRIAMENTO CONVECTIVO COM h CONSTANTE

Nesse caso, a Eq. (7) € reescrita como:

-WT-T,)A,, = pVc— (8)
dt

Definindo as variaveis

.
r= —h;‘yv ' (10)
C

pode-se reescrever a Eq. (8) na seguinte forma:

dé
— +6=0 11
0 (11)
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Separando as varidveis na Eq. (11) e integrandode 8 =1 (T =T7,) em 7 =0 (1 =0)

até 8 em 7 obtém-se:
O(r)=e" (12)

O resultado da Eq. (12) indica que com o aumento de 7, € tende a zero, ou seja,

T - T,, o que pode ser visto na Fig. (2):
1,0 A
0,9 ]
08 ]
07 ]
06 ]
E 0,5-_
0,4 ]
0,3 ]
0,2 ]

0.1

+ T

Figura 2 — Variacdo de 6 em funcdo de r.
Pode ser calculada a quantidade de energia transferida do s6lido para o meio desde

o instante inicial até um instante ¢ através da integracdo da taxa de calor por convec¢ao

ao longo do intervalo de tempo considerado, ou seja:
Q= hA,,, (T ~T,)di (13)
Utilizando os adimensionais das Egs. (9-10) na Eq. (13) obtém-se:

N 2 o 14
vt 1) b T (1
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Substituindo a Eq. (12) na Eq. (14) e resolvendo a integral obtém-se:

S * S (15)
pVe(T, ~T,)

0

— =  tendea
pVe(T, - T,)

O resultado da Eq. (15) indica que com o aumento de r,

um, o que pode ser visualizado na Fig. (3):

0,0 ]
0,3 ]
0,7 ]
0.6 ]
pFe(T,=T,) ]
0,4
0,3 ]
0,2 ]

0,1 4

0

———=  em funcgio de 1.
pVe(T, - T,)

Figura 3 — Variacdo de

Os resultados desse modelo podem ser vistos na rotina EXEMPLOl.mw do

MAPLE.
1.2.2-RESFRIAMENTO CONVECTIVO COM h VARIAVEL

Em alguns casos, tais como aqueles envolvendo convec¢do natural e ebuli¢do, o
coeficiente de transferéncia de calor 4 varia com a diferenca de temperaturas entre o
objeto e o fluido. Nessas situagdes, o coeficiente de convecgao pode ser aproximado por

uma expressdo na forma:
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h=C(T-T,)" (16)

onde 7 é uma constante ¢ C tem unidades de W/(m2.K*™). Por exemplo, para ar em

contato com uma superficie vertical, C =0,59 e n =1/4 para convecg¢do natural laminar
e C=0,10 e n=1/3 para convec¢do natural turbulenta. Substituindo a Eq. (16) na Eq.

(8) e rearranjando obtém-se:

-CA,, (T-T,)"™ =pVc 62_7; a7

Além da Eq. (9), definindo as variaveis

h A

Z— = 1 cony t 1 8
Ve (18)
h =C(T ~T,)" (19)

pode-se reescrever a Eq. (17) na seguinte forma:

d_g + Hn+1 - 0 (20)

dar

Separando as varidveis na Eq. (20) e integrandode 8 =1 (T =T7,) em 7 =0 (1 =0)

até @ em 17 obtém-se:

6(r)y=(1+m)™"" (21)

O resultado da Eq. (21) indica que com o aumento de 7, € tende a zero, ou seja,
T - T,, o que pode ser visto na Fig. (4) para diferentes valores de n. Os resultados desse

modelo podem ser vistos na rotina EXEMPLO2.mw do MAPLE.
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1,0 -
09 ]
0,3 1
0,7 ]

06 -

0,4
0.3
0,2

0.1

L

T T T T T T T
0 1 2 3 4
|

Figura 4 — Variagcdo de 8 em funcdo de 7 para diferentes valores de n.

T
=112 =173 =174 |

1.2.3-RESFRIAMENTO CONVECTIVO COM ¢ VARIAVEL

Em diversos casos, pode-se utilizar uma expressao analitica linear para a variacao

do calor especifico de um sélido com a temperatura, ou seja:
c=c,[1+B(T-T,)] (22)

onde ¢, é o calor especifico avaliado em T, e [ é um coeficiente que representa a
inclina¢do da reta num gréafico calor especifico-temperatura dividido por ¢, . Substituindo
a Eq. (22) na Eq. (8) obtém-se:

conv

-hA_(T-T,) :pvcw[1+ﬂ(T—Tm)]‘fi—f (23)

Além da Eq. (9), definindo as variaveis

r= _hf:/conv ‘ (24)
oVe

[+
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a=p(T,-T,) (25)

pode-se reescrever a Eq. (23) na seguinte forma:

dé 6
+

av = 26
dr 1+ab (26)

Separando as varidveis na Eq. (26) e integrandode 8 =1 (T =T,) em 7 =0 (1 =0)

até 8 em 1 obtém-se a seguinte expressdo na forma implicita:
-nf+a(6-1)=r1 (27)

O resultado da Eq. (27) indica que quando & tende a um, 7 tende ao infinito,
como era de se esperar, o que pode ser visto na Fig. (5) para diferentes valores de a:

1,0
0,9 -
0,2
0,7 -
0,6 -
8 0,5-
0,4

0.3+

a=-0.6 a=-0.4 a=-0.2
a=0.2 a=0.4 a=0.a

a=0

Figura 5 — Variagdo de 6 em func¢do de 7 para diferentes valores de a.

Os resultados desse modelo podem ser vistos na rotina EXEMPLO3.mw do

MAPLE.

1.2.4-RESFRIAMENTO RADIATIVO
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Nesse caso, a Eq. (7) € reescrita como:

dr

-e0(T*-T*HA , = chZ (28)

viz rad

Definindo as variaveis

o= (29

3
T = Ea—l;r{i;lTviz t (30)
c

pode-se reescrever a Eq. (28) na seguinte forma:

d—6+6“—1:0 (31
ar

Separando as varidveis na Eq. (31), pode-se integrar de uma temperatura inicial

6, =TT, em 7=0 (t=0) até 6 em T, ou seja:
ro_ 0 df
har=l =5 (32)

A integral do lado direito da Eq. (32) pode ser resolvida pela técnica das fracdes

parciais, cujo resultado € escrito como:

co Ll 6+

T-tan' G 33
1 |9—1| n|ei_1|+2(tan @—tan" 6) (33)

Deve ser notado que ndo € possivel explicitar 8 em funcdo de r a partir da Eq.

(33).
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1.2.5-SEM RADIACAO E CONVECCAO COM ik CONSTANTE
Nesse caso a Eq. (7) € reescrita como:

q.A +E, ~hT-T,)A,,, = pvc‘fi—f (34)

Além das Egs. (9-10), definindo a variavel

g.A +E
a=—D0 e (35)
nA,, (T, T,)

pode-se reescrever a Eq. (34) na seguinte forma:

a8 o- . (35)
dr

Embora a Eq. (35) possa ser resolvida pela soma das suas solugdes homogénea e

particular, uma abordagem alternativa € eliminar a nao-homogeneidade pela introducao

da transformacao
6 =0-a (36)
de tal forma que a Eq. (35) € reescrita como:

49 g -0 37)
dar

Separando as variaveis na Eq. (37), pode-se integrar de uma temperatura inicial

6 em 7=0 (r=0) até § em 7, ou seja:

R

- =exp(-T) (38)

AN



365

Substituindo a definicdo de & obtém-se:

8-a
6 -a

1

=exp(-T) (39)

Deve ser notado que a Eq. (39) também se aplica aos casos onde ¢, =0, Eg =0

ou g, = Eg =0. Nesse dltimo caso, a =0 e a Eq. (39) € simplificada para:
g = exp(-1) (40)

EXEMPLO 1 - CONDUCAO TRANSIENTE EM UMA MOEDA DESLIZANTE

Uma moeda com raio r, e espessura J estd em repouso em um plano inclinado e
em equilibrio térmico com o ambiente a T, e coeficiente de transferéncia de calor A. A

moeda € colocada em movimento e comeca a deslizar pelo plano. A forga de atrito F, €

assumida constante e a velocidade da moeda varia com o tempo de acordo com a

expressdo V =ct, onde ¢ € uma constante. Devido as variacdes de velocidade, o

coeficiente de transferéncia de calor por conveccdo varia com o tempo de acordo com a

expressdo h = ft, onde [ é uma constante. Assumindo que o nimero de Biot é baixo

comparado com a unidade e desprezando a perda de calor para o plano, determine a

distribuicao de temperaturas transiente na moeda.

(1) Observacoes: (1) como o nimero de Biot é pequeno quando comparado com a
unidade, pode-se utilizar o método da capacidade concentrada para determinar a
temperatura transiente, (2) a lei de Newton do resfriamento descreve a convecgdo na
superficie. Entretanto, nesse problema o coeficiente de transferéncia de calor ¢é
dependente da temperatura e (3) energia € adicionada a moeda na interface devido ao
atrito. Essa energia também ¢é dependente do tempo pois a velocidade de deslizamento é

variavel.



366

(2) Formulacao
(i) Hipéteses. (1) o nimero de Biot é pequeno quando comparado com a unidade, (2)
propriedades constantes, (3) temperatura ambiente constante, (4) toda a energia térmica
gerada pelo atrito € adicionado a moeda, (5) sem geracdo interna de energia e (6) sem
radiagdo térmica.
(ii) Equacoes governantes. Aplicando um balanco de energia na moeda sujeito as

hipdteses mencionadas anteriormente fornece que:

E -E =E (41)
A taxa de energia adicionada devido ao efeito do atrito pode ser calculada como:

E,=F,V =F,ct (42)

A taxa de energia que deixa a moeda por convecgao pode ser calculada pela lei de

Newton do resfriamento:
E =} +2m,0)WT - T,) = B} +27w,0)T —T,)t (43)

A taxa de energia acumulada na moeda pode ser calculada como:

E,, =pm0)c, " (44)
dt
Substituindo as Egs. (42-44) na Eq. (41) obtém-se:
Fyet = B, +2m,0(T =T}t = p(; O)e, ~_- (45)

(iii) Condicao inicial. A condicio inicial para a solug¢do da Eq. (45) é

TO0)=T, (46)
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(3) Solucao. Separando as varidveis na Eq. (45), integrando e usando a Eq. (46) tem-se:

fzdt = p(7#2d)c jT i (47)
0 © P Fre= p(my +2m,0)(T - T,)
Realizando a integracao e rearranjando o resultado obtém-se:
BA+20]r,) | »
T@) T, 1 [7 }
H-7, _1 |—e L 2700 (48)
FfC T
pBr; 1+28/1,)

(4) Comentarios. Como tanto a energia devido ao atrito e a perda de calor devido a
conveccdo sdo diretamente proporcionais ao tempo f, a moeda deve alcangar o regime

permanente em 7 = co. Substituindo ¢ = o na Eq. (48) obtém-se:

T(t=c)-T, 1
Fic _7_-[ “49)
Br:(1+23/r,)

EXEMPLO 2 - CONDUCAO TRANSIENTE DEVIDO A RADIACAO TERMICA

Antes de ser injetado no interior de uma fornalha, carvao pulverizado a uma
temperatura inicial de 25 °C é preaquecido com a sua passagem através de um duto

cilindrico cuja superficie é mantida a 7, =1000 °C. As particulas de carvao ficam

viz
suspensas no escoamento do ar e se movem a uma velocidade de 3 m/s. Aproximando as
particulas por esferas com 1 mm de didmetro e supondo que elas sejam aquecidas por
transferéncia radiante com a superficie do duto, qual deve ser o comprimento do duto
para que o carvao seja aquecido até 600 °C? Assuma que o nimero de Biot é baixo

comparado com a unidade. As propriedades do carvio pulverizado sdo: 0 =1350kg/m?,

c, =1260J/kg K, k=026W/mKe =1.
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(1) Observacoes: (1) como o nimero de Biot é pequeno quando comparado com a

unidade, pode-se utilizar o método da capacidade concentrada para determinar a

temperatura transiente e (2) a lei de Stefan-Boltzmann descreve a troca de calor por

radiacdo térmica entre o carvao e a vizinhanga.

(2) Formulacao

(i) Hipéteses. (1) o nimero de Biot é pequeno quando comparado com a unidade, (2)

propriedades constantes, (3) temperatura da vizinhanga constante, (4) a tnica troca de

calor relevante € por radiacdo térmica, (5) sem geracdo interna de energia e (6) sem

convecgao térmica.

(ii) Equacoes governantes. A formulagdo desse problema € dada pela Eq. (33), ou seja:

|€+1| | 1|

T—— In +2(tan”' @ —tan™' G,
Ie 1|6 -1

As temperaturas adimensionais da Eq. (50) sao calculadas como:

_ T _600+273 _ oo
T, 1000 +273

T2 254273
T, 1000 +273

Substituindo os resultados das Egs. (51-52) na Eq. (50) obtém-se:

+f, 2(tan "' 0,686 — tan ™" 0,234)} = 0,487

1

[ |o 686 —1|

A relac@o volume-érea superficial € calculada como:

2 =222 —1667%10m
6

(50)

G

(52)

(53)

(54)



369

Substituindo o resultado das Eq. (53-54) na Eq. (30) obtém-se:

1,0.5,67x107°.1273°

- t=1=118s (55)
1350.1,667 x107*.1260

0,487 =

O comprimento do duto é entdo:

L=V xt=3x%x118=3,54m

(3) Comentarios. A validade do método da capacidade concentrada requer que
Bi =h(V/A,)/k<0,. Utilizando a Eq. (3) com h=h e V/A =D/6 obtém-se que
quando T =600 °C, Bi=0,19; mas quando T =25°C, Bi=0,10. No inicio, quando o
carvao estd mais frio, a hipdtese da capacidade concentrada € razoavel mas torna-se

menos apropriada conforme o carvao é aquecido.

2-EFEITOS ESPACIAIS

Com frequéncia surgem situagdes nas quais o método da capacidade concentrada
¢ inadequado e abordagens alternativas devem ser utilizadas. Independentemente do
método a ser considerado, agora devemos reconhecer que os gradientes de temperaturas
no interior do meio ndo sao mais despreziveis. Nas suas formas mais gerais, os problemas
de conducdo de calor transientes sao descritos pelas equacdes de condugdo, Egs. (41, 65)
e (87) do Cap. (1) para coordenadas retangulares, cilindricas e esféricas, respectivamente.

As solugdes dessas equagdes diferenciais parciais fornecem a variacdo da
temperatura com o tempo e com as coordenadas espaciais. Entretanto, em muitos
problemas, somente uma coordenada espacial é necessaria para descrever a distribuicao
interna de temperaturas. A seguir serdo mostradas as solucdes dessas equacdes
diferenciais parciais na condi¢do de conducdo unidimensional transiente, sem geracao

interna de energia e com condutividade térmica constante.

2.1-A PAREDE PLANA COM CONVECCAO

A formulacdo do problema mostrado na Fig. (6) € escrita como:
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0°T 10T
or_104 56
ox> a ot (56)
T(x,0)=T, (57)
oT
o _ 58
aXFOO (58)
—kﬂi =HT(L,t)-T,] (59)

6'x x=L

’( T(x,00=T
T, T,

R
R
—_—

Figura 6 — Parede plana unidimensional com temperatura inicial uniforme submetida

subitamente a condi¢cdes convectivas.

As Egs. (56-59) podem ser adimensionalizadas através das seguintes variiveis

adimensionais:

o :ﬁzT(x,t)—Tm (60)
6, T,-T,
% X
== 61
x 3 (61)
=9 - F, (62)
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Substituindo as Egs. (60-62) nas Egs. (56-59) e rearranjando obtém-se:

0’9 06
=9° 63

ox? O0Fo (63)
g'(x.,0)=1 (64)
69* =0 (65)
ax x"=0

ae*' =-Bigd (1,¢t) (66)
ox | .

onde Bi=(hL)/k. Deve ser notado que a adimensionaliza¢do tornou a dire¢do x

homogénea.
2.1.1-SOLUCAO EXATA

Pelo método da separacdo de variaveis, quer-se que a solucdo da Eq. (63) seja da

seguinte forma:
G (x',Fo)=X(x)1(Fo) (67)

Substituindo a Eq. (67) na Eq. (63), fazendo as derivadas, multiplicando o

resultado por 1/(X7) e igualando o resultado a uma constante obtém-se:

2
ia )g :lﬁzi/li (68)
X Ox T 0Fo

Na Eq. (68) deve ser notado que os dois primeiros termos devem ter 0 mesmo

sinal da constante A’. Nesse caso, o sinal negativo satisfaz a condi¢fo de que a equagdo
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diferencial da direcao homogénea deve ter o sinal positivo no termo que acompanha a

constante )Ifl. A Eq. (68) € entdo reescrita como:

d’X

L+ XX, = (69)
Ay 1, =0 (70)
dFo

A Eq. (69) pode ser resolvida pela técnica da equacdo caracteristica enquanto a

Eq. (70) pode ser resolvida diretamente por integracao, cujos resultados sao:
X, (x)=A, sin(Ax")+ B, cos(Ax) (71)
r.(Fo)=D, exp(—/ileo) (72)

A solucdo completa da Eq. (63) € entdo escrita como:

6 (x*,Fo) = i X, (x)1,(Fo) = i[An sin(A,x") + B, cos(A,x)[D, exp(-A:Fo)]  (73)

n=1 n=l1

Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (65) obtém-se:

08| _ X, ()1, (Fo)
ax*| . ox’

x =0

=1, (Foy 2 Ko )]
X

x =0 x"=0

7,(Fo)A [A, cos(A,0) = B,sin(1,0)]=0= A =0(74)
£0 0 =1 =0

Aplicando a condi¢ao de contorno dada pela Eq. (66) e substituindo o resultado

da Eq. (74) obtém-se:

08| _alX,()r,(Fo)] 1 (Fo QLKD)
6x* ax* n a*

x =1 |x+ =1 X' =1

=-1,(Fo)A B, sin(A 1) =
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~Bif'(1,{") = -Bir,(Fo)B, cos(A 1)

A tan(A ) = Bi (75)

A Eq. (75) é uma equagdo transcendental que fornece os infinitos valores de A

em fun¢do do nimero de Biot. O comportamento grafico da Eq. (75) pode ser visto na

Fig. (7) para diferentes numeros de Biot:

30 [ TT T
(A tan(r,)
25+ Bi=1,0 H
Bi=10,0
Bi=20,0
20+ 7
15} -
10+ -
5 L
O .
_5 | | | | | |
0 1 5 6 7 8 9 10

Figura 7 — Representacao grafica da Eq. (60) para diferentes nimeros de Biot.

Na Tab. (1) podem ser vistas as quatro primeiras raizes da Eq. (60) para diferentes
nimero de Biot, e a rotina de calculos pode ser vista no arquivo EXEMPLO4.mw do
MAPLE.

Substituindo a Eq. (74) na Eq. (73) obtém-se:

6 (x",Fo)=> C,cos(A,x")exp(~A.Fo) (76)

n=1
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Tabela 1 — Quatro primeiras raizes da Eq. (75).

Bi = hL/k A A, A, A,
0,001 0,0316 3,1419 6,2833 9,4248
0,01 0,0998 3,1447 6,2847 9,4258
0,1 0,3110 3,1730 6,2990 9,4353
1,0 0,8603 3,4256 6,4372 9,5293
10,0 1,4288 4,3058 7,2281 10,2002
100,0 1,5552 4,6657 17,7763 10,8871

Aplicando a condic¢d@o de contorno dada pela Eq. (64) obtém-se:
g (x",0)=)_C,cos(A,x)exp(=A,0) =D C,cos(A,x) =1 (77)
n=1 n=1

onde C,=BD,. Ortogonalidade ¢ utilizada para se determinar C,. A funcdo
@ (x") =cos(A,x") naEq. (77) é a solucio da Eq. (69). Ortogonalidade pode ser aplicada
na Eq. (77) somente se a Eq. (69) for uma equacao de Sturm-Liouville e se as condi¢des
de contorno em x =0 e x =1 foram homogéneas. Comparando a Eq. (69) com a
equacio de Sturm-Liouville obtém-se que w(x') =1. Tem-se que @(x) e @ (x) sdo
ortogonais com relagdo a fun¢do peso w(x ) =1. Multiplicando ambos os lados da Eq.

(77) por w(x")cos(A x")dx" e integrando de x =0 a x =1 obtém-se:
[[ cos(A,x wiadx’ = [ Y€, cos(A,x")cos(4,x yw(x e (78)
n=1

Trocando o simbolo do somatdrio e da integral e sabendo que w(x’) =1 pode-se

reescrever a Eq. (78) como:

'eos(A xdx' =C S [ cos(A x')cos(A x')dx’ 79
Lcos( x )dx —Cn;.[ocos( X )cos(A x )dx (79)

m
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De acordo com o principio da ortogonalidade, a integral do lado direito da Eq.
(79) € nula quando m # n. Assim, todas as integrais que surgem devido ao sinal de

somatorio sio nulas, exceto quando m = n. A Eq. (79) pode entdo ser reescrita para C,

como:

_ J.(:cos(/l”x*)dx*

C, = (80)
J-O cos’ (A x")dx
A solugdo das integrais da Eq. (80) € escrita como:
[ cos(,x yax” = A (81)
0 Al‘l
I ICOSZ(/]nx* Ydx' = L{—Sm(m") + i} (82)
0 A, 4 2
Substituindo as Eqgs. (81-82) na Eq. (80) e rearranjando obtém-se:
4sin(A,) (83)

"2, +sin(24)
2.1.2-SOLUCAO APROXIMADA

Pode-se demonstrar que, para valores de Fo<0,2, a solu¢ido em série infinita, Eq.
(76), pode ser aproximada pelo primeiro termo da série. Utilizando essa aproximacao e

definindo 8, = C, exp(—=A; Fo), a forma adimensional da distribui¢do de temperaturas é

reescrita como:
6" (x', Fo) = C,cos(Ax ) exp(=A Fo) = 8 cos(Ax") (84)

A tan(A,) = Bi (85)
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4sin(A))

=— A 86
"2 +sin(24) (86)

2.1.3-TRANSFERENCIA TOTAL DE ENERGIA

Em diversas situagdes de engenharia, € ttil conhecer a quantidade de energia total
que deixou (ou entrou) a parede até um dado tempo ¢ em um processo transiente. A
exigéncia da conservagdo da energia na forma diferencial pode ser aplicada no intervalo

de tempo delimitado pela condicdo inicial (# =0) e por qualquer tempo # >0, ou seja:

—dE, =d(AE,,,) (87)

acu

Igualando a quantidade de energia transferida a partir da parede como sendo

A0 =dE, e estabelecendo que d(AE, ) =dE(x,t)—dE(x,0) pode-se reescrever a Eq.

cu

(87) como:
00 =—{dE(x,t) —dE(x,0)] (88)

Desprezando variagdes de energia cinética e potencial, a variacao da energia total
da parede na Eq. (88) pode ser reescrita em termos da variagdo da energia interna

especifica da parede plana, ou seja:
dE(x,t) —dE(x,0) =dU(x,t) —dU(x,0) = (dm)[u(x,t) —u(x,0)] (89)

Além disso, como a parede plana é um meio incompressivel, a variagdo de energia
interna especifica € igual ao produto entre o calor especifico do material da parede plana

(considerado constante) e sua variacdo de temperatura, ou seja:

dE(x,t) —dE(x,0) = (dm)T(x,t) = T(x,0)] (90)

Finalmente, sabendo que dm = odV e que T(x,0) =T, pode-se reescrever a Eq.

(90) e igualar com a Eq. (88), fornecendo que:
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0 =-pdT(x,t)-T.1dV 91)

A quantidade total de energia transferida é obtida pela integracdo da Eq. (91) ao

longo do volume da parede plana, ou seja:

Q=~[pdT(x,)=T1dV 92)
E conveniente adimensionalizar a Eq. (92) pela introdugio da grandeza:

Q, = pe(T, =T,V 93)

de tal forma que:

(94)

9 __
0, pc(T, - T,)V v T-T

i ©

I,OC[T(X, n-Tldv _1 J‘ _ {M}dv

A grandeza (Q, pode ser interpretada como a energia interna inicial da parede
plana com relagdo a temperatura do fluido. De maneira alternativa Q, também pode ser

interpretada como a maxima transferéncia de energia que ocorreria entre a parede plana
e o fluido se o processo se estendesse até ¢+ = . Pode-se utilizar a Eq. (60) para expressar

o termo entre colchetes da Eq. (94), ou seja:

g o TN =T, T -T+T,-T, _Tx.O=-T, _[T(x,z)—T,} _i-g ©5)
T,-T. T,-T. T,-T, T,-T,
Substituindo a Eq. (95) na Eq. (94), fazendo V = AL, dV = Adx e rearranjando
obtém-se:
1 R
Qz—ja—e)dx (96)
0, L
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Substituindo a Eq. (84) na Eq. (96), sabendo que dx=Ldx e que nesse caso os

limites de integracio sio de x =0 a x =1 obtém-se:
Q _ 1 _ % *
0 jo [1-8 cos(Ax)dx (97)

Resolvendo a integral da Eq. (97) obtém-se:

_sin/,
A

Q. g, (98)
Q()

Uma rotina de calculos pode ser vista no arquivo EXEMPLOS5.mw do MAPLE.
Deve ser ressaltado que a quantidade de energia transferida da parede plana para o fluido

pode também ser determinada a partir da solucdo exata através de um balanco de energia

na interface, fornecendo o seguinte resultado:

2 = J'Fomdpo (99)
Q, % Ox

Na rotina do EXEMPLOS5.mw, a quantidade de energia transferida foi
determinada a partir da Eq. (99), e ndo a partir da Eq. (98). Isso garante a utiliza¢do da
solucdo exata, Eq. (76) para o cdlculo da quantidade total de energia transferida entre a

parede e o fluido dentro do intervalo de tempo considerado.
2.2-0 CILINDRO LONGO COM CONVECCAO

A formulacdo do problema mostrado na Fig. (8) € escrita como:

li(ra_Tj:la_T (100)
ror\ Or a ot

T(r0)=T, (101)
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oT
oy - 102
ol 0 (102)
9T =h[T(r,,t)-T,] (103)
or r=r,
I(r,0)=T,
T . h
%k
r =

Figura 8 — Cilindro longo unidimensional com temperatura inicial uniforme submetido

subitamente a condicOes convectivas.

As Egs. (100-103) podem ser adimensionalizadas através das seguintes variaveis

adimensionais:

g0 _Tt.O-T, (104)
g  T,-T,

r=l (105)
r,

r =% =po (106)
rﬂ

Substituindo as Egs. (104-106) nas Egs. (100-103) obtém-se:

L 0[,00 108 (107)
r or or 0Fo

G (r,0=1 (108)
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649 =0 (109)
ar r'=0
91— Bigr) (110)
ai" r*:1

onde Bi=(hr))/k. Deve ser notado que a adimensionalizagdo tornou a direcdo r

homogénea.

2.2.1-SOLUCAO EXATA

Pelo método da separagdo de variaveis, quer-se que a soluc¢do da Eq. (107) seja da

seguinte forma:

6 (r’,Fo)=R(r )1(Fo) (111)

Substituindo a Eq. (111) na Eq. (107), fazendo as derivadas, multiplicando o

resultado por 1/(RT) e igualando o resultado a uma constante obtém-se:

I 0 [ 0R)_10T _,p (112)
Rr or or 7 0Fo

Na Eq. (112) deve ser notado que os dois primeiros termos devem ter o mesmo
sinal da constante A;. Nesse caso, o sinal negativo satisfaz a condi¢io de que a equagdo
diferencial da direcao homogénea deve ter o sinal positivo no termo que acompanha a

constante )Ii. A Eq. (112) € entdo reescrita como:

2
TG AR =0 (1
4Ty pr 0 (114)

Fo
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A Eq. (113) € uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem com
coeficientes variaveis, linear e homogénea, cuja solu¢do pode ser obtida a partir da
equacdo geral de Bessel, conforme Apéndice. Comparando a Eq. (113) com a Eq. (15) do
Apéndice obtém-se os seguintes coeficientes: A=0, B=0, C=1, D=A, e n=0.
Esses resultados indicam o0 CASO 1 do Apéndice, cuja solucdo geral é dada pela Eq. (16)
do, ou seja:

R (r')=AJ,Ar)+BY,Ar) (115)

A Eq. (114) pode ser resolvida diretamente por integracdo, cujo resultado é:

I.(Fo)=D, exp(—/iiFo) (116)

A solucdo completa da Eq. (107) € entdo escrita como:
6 (r',Fo) =Y R.(r"1,(Fo) =Y [AJy(Ar") +BY,(Ar)[D, exp(=A; Fo)] (117)
k=1 k=1

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (109) obtém-se:

a6,
or’

_ 3[R, (r)T, (Fo)]|

O[R,(r)]
or :

=71,(Fo) .

r'=0 r'=0

=0

7 (Fo)A,[-A J,(A,0)- B,Y,(A,0)]=0= B, =0(118)

#0

=0 =—o0

Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (110) e substituindo o resultado

da Eq. (118) obtém-se:

06|  _ IR (D7, (Fo)]
or’ or’

R,
:rk(Fo)—a[a’;E ) +

r=1 r=1

=-1,(Fo)A, A J, (A=

r=1

- Bif (1,t') ==Bit (Fo)A,J ,(A,1)
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=Bi (119)

A Eq. (119) é uma equagio transcendental que fornece os infinitos valores de A,

em fun¢do do numero de Biot. O comportamento grafico da Eq. (119) pode ser visto na
Fig. (9) para diferentes nimeros de Biot. J4 na Tab. (2) podem ser vistas as quatro
primeiras raizes da Eq. (119) para diferentes nimero de Biot, e a rotina de calculos pode

ser vista no arquivo EXEMPLO6.mw do MAPLE:

Tabela 2 — Quatro primeiras raizes da Eq. (104).

Bi = hr, [k A P A, 2
0,1 0,4416 3,8577 7,0298 10,1832
1,0 1,2557 4,0794 7,1557 10,2709
2,5 1,7060 4,3818 7,3507 10,4117
5,0 1,9898 4,7131 7,6177 10,6223

30 T ‘ T
)
25+ Bi=1,0 L
Bi=10,0
Bi=20,0
20 i
15} .
10
5 L |
O |
_5 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
)\k

Figura 9 — Representacao grafica da Eq. (119) para diferentes nimeros de Biot.
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Substituindo a Eq. (118) na Eq. (117) obtém-se:
6 (r',Fo)= ng(r*)Tk (Fo) = kZ:‘ A J, (Ar)D, exp(=A: Fo) (120)
Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (108) obtém-se:

6 (r',0)= i A J (A )D, exp(=A;0) = iCkJO(Akr*) =1 (121)
k=1 =
onde C, =AD,. Ortogonalidade ¢é utilizada para determinar C,. A funcdo
@.(r')=J,(A,r") na Eq. (121) é a solu¢io da Eq. (113). Ortogonalidade pode ser
aplicada na Eq. (121) somente se a Eq. (113) for uma equagdo de Sturm-Liouville e se as
condicdes de contorno em 7 =0 e r* =1 foram homogéneas. Comparando a Eq. (113)
com a equacdo de Sturm-Liouville obtém-se que w(r')=r . Tem-se que ¢, (r') e a( r)
sdo ortogonais com relacdo a funcio peso w(r ) = r . Multiplicando ambos os lados da

Eq. (121) por w(r")J,(Ar")dr" e integrando de r =0 a r" =1 obtém-se:

1 * * * 1 * * * *
[ 7eArw(rdr” = [ 3 Cdy AN (A ywr dr (122)
k=1

Trocando o simbolo do somatério e da integral e sabendo que w(r') =r pode-se

reescrever a Eq. (122) como:
1 * * * = l * * * *
[ 7ordr =,y [ raAa) Iy (A dr (123)
k=1

De acordo com o principio da ortogonalidade, a integral do lado direito da Eq.

(123) é nula quando i # k. Assim, todas as integrais que surgem devido ao sinal de
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somatorio sdo nulas, exceto quando ; = k. A Eq. (123) pode entdo ser reescrita para C,

como:

Jz r*JO(/]kr*)dr*

G, (124)

Llr*J(f(Akr*)dr*

A solugdo das integrais da Eq. (124) pode ser obtida com o auxilio do MAPLE,
cujarotina de calculos estd descritano EXEMPLO7.mw, com os resultados sendo escritos

como:

rr*Jo(/]kr*)dr*: rJ,(Ar) :Jl(Ak) (125)
0 Ak Ak
*) 1
J’lr*Jz(A rdr —{r—[ﬂ()l r)+J3A r*)]} = L2+ 20 (126)
o 0 k - 2 0 k 1 k - 2 0 k 1 k
0
Substituindo as Eqgs. (125-126) na Eq. (124) e rearranjando obtém-se:
2 J(A,)
C, =— Lk (127)
AT HIEAY

2.2.2-SOLUCAO APROXIMADA

Pode-se demonstrar que, para valores de Fo <0,2, a solugido em série infinita, Eq.
(120), pode ser aproximada pelo primeiro termo da série. Utilizando essa aproximacao e
definindo 8, = C, exp(-A;Fo), a forma adimensional da distribuicdo de temperaturas é

reescrita como:

8 (r',Fo) = CJ (Ar ) exp(=A;Fo)=8,J (A1) (129
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AlLAJ:Bi (129)
Jy(A)

lzg : Jl(/ll)z (130)
A Ty (A)+ I (A)

2.2.3-TRANSFERENCIA TOTAL DE ENERGIA

Em diversas situagdes de engenharia, € ttil saber a quantidade energia total que
deixou (ou entrou) o cilindro longo até um dado tempo ¢ em um processo transiente. A
exigéncia da conservagdo da energia na forma diferencial pode ser aplicada no intervalo

de tempo delimitado pela condicdo inicial (# =0) e por qualquer tempo 7 >0, ou seja:

~dE, =d(ME,,) (131)

acu

Igualando a quantidade de energia transferida a partir do cilindro longo como

sendo dQ =dE, e estabelecendo que d(AE, ) =dE(r,t)—dE(r,0) pode-se reescrever a

cu

Eq. (131) como:

A0 =-dE(r,t) —dE(r,0)] (132)

Desprezando variagdes de energia cinética e potencial, a variacao da energia total
do cilindro longo na Eq. (132) pode ser reescrita em termos da variacao da energia interna

especifica do cilindro longo, ou seja:

dE(r,t) —dE(r,0) =dU(r,t) —dU(r,0) = (dm)[u(r,t) —u(r,0)] (133)

Além disso, como o cilindro longo é um meio incompressivel, a variacao de sua
energia interna especifica € igual ao produto entre o calor especifico do material do

cilindro longo (considerado constante) e a variagdo de temperatura, ou seja:

dE(r,t) —dE(r,0) =(dm)T(r,t) = T(r,0)] (134)
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Finalmente, sabendo que dm= pdV e que T(r,0) =T,, pode-se reescrever a Eq.

(134) e igualar com a Eq. (132), fornecendo que:
A0 =-pdT(r,t)=T1dV (135)

A quantidade total de energia transferida é obtida pela integracao da Eq. (135) ao

longo do volume do cilindro longo, ou seja:

Q=~[ pIT(r,0)~T;1dV (136)
E conveniente adimensionalizar a Eq. (136) pela introducdo da grandeza:

0, =pT - T,V (137)

de tal forma que:

T(r,t) =T JdV .
[ pelT(r, -] :lJ_{HKQ Z}V (138)

pc(T =T,V Vv T -T,

0
Q{) i [

A grandeza O, pode ser interpretada como a energia interna inicial do cilindro
longo com relacdo a temperatura do fluido. De maneira alternativa Q, também pode ser

interpretada como a maxima transferéncia de energia que ocorreria entre o cilindro longo
e o fluido se o processo se estendesse até 1 = o. Pode-se utilizar a Eq. (104) para expressar

o termo entre colchetes da Eq. (138), ou seja:

g*

T -T, T-T T -T, T -T,

i o0

:Tmo—n:Tum—E+Z-T:T“ﬁ‘ﬂ+k3{1@ﬁlﬁ}n—ﬁ (139)

Substituindo a Eq. (139) na Eq. (138), fazendo V =77’L, dV =2mwldr e

rearranjando obtém-se:
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0 o T dr
Z=[a-6n-= 140
o -Ja-) (140)

r r

o o

Substituindo a Eq. (128) na Eq. (140), sabendo que r/r, =r", dr/r, =dr" e que

nesse caso os limites de integracdo siode r =0 a r* =1 obtém-se:
Q _ 1 * _ k% * *
ao_jo[zr 26,1, (Ar)dr (141)

Resolvendo a integral da Eq. (141) obtém-se:

0 _,.26
2= J(A) (142)

1

Uma rotina de célculos pode ser vista no arquivo EXEMPLO8.mw do MAPLE.
Deve ser ressaltado que a quantidade de energia transferida do cilindro longo para o fluido
pode também ser determinada a partir da solucdo exata através de um balanco de energia

na interface, fornecendo o seguinte resultado:

IFO 06 (1, Fo) iFo

- 143
0 or (143)

Q.
0,

Na rotina do EXEMPLO8.mw, a quantidade de energia transferida foi
determinada a partir da Eq. (143), e ndo a partir da Eq. (142). Isso garante a utilizacdo da
solucdo exata, Eq. (120) para o cdlculo da quantidade total de energia transferida entre o
cilindro longo e o fluido dentro do intervalo de tempo considerado.

2.3-A ESFERA COM CONVECCAO

A formulacdo do problema mostrado na Fig. (10) é escrita como:
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in(rz 5_Tj:l5_T (144)
r- or or a ot
T(r0)=T, (145)
i _, (146)
ar r=0
T w0 -1, (147)
or r=r,
T(r0)=T,
T .h
. T
vy = —
-

Figura 10 — Esfera unidimensional com temperatura inicial uniforme submetida

subitamente a condicOes convectivas.

As Egs. (144-147) podem ser adimensionalizadas através das seguintes variaveis

adimensionais:

g = ﬁ = -1, (148)
6 T-I.

rr=l (149)
T,

oo at _ Fo (150)

S
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Substituindo as Egs. (148-150) nas Eqgs. (144-147) obtém-se:

in ;200 100 (151)
r-or or 0Fo

6 (r',0=1 (152)
901 _j (153)
or |-,

ae* =-Bifd (1,¢") (154)
ai" r*ZI

onde Bi=(hr))/k. Deve ser notado que a adimensionalizagcdo tornou a direcdo r

homogénea.

2.3.1-SOLUCAO EXATA

Pelo método da separagdo de variaveis, quer-se que a solucdo da Eq. (144) seja da

seguinte forma:

G (r',Fo)=R(r )1(Fo) (155)

Substituindo a Eq. (155) na Eq. (151), fazendo as derivadas, multiplicando o

resultado por 1/(R7) e igualando o resultado a uma constante obtém-se:

L0 f,m0R 107 _,p (156)
Rr~ or or r 0Fo

Na Eq. (156) deve ser notado que os dois primeiros termos devem ter o0 mesmo

sinal da constante A;. Nesse caso, o sinal negativo satisfaz a condi¢do de que a equagio
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diferencial da direcao homogénea deve ter o sinal positivo no termo que acompanha a

constante )Ii. A Eq. (156) € entdo reescrita como:

2

;2 ‘; Revor ZRf + 2R =0 (157)
T r

%+/ﬁrk =0 (158)

A Eq. (157) € uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem com
coeficientes variaveis, linear e homogénea, cuja solu¢do pode ser obtida a partir da
equacdo geral de Bessel, conforme Apéndice. Comparando a Eq. (157) com a Eq. (15) do
Apéndice obtém-se os seguintes coeficientes: A=-1/2, B=0, C=1, D=/, e
n =1/2. Esses resultados indicam o CASO 2 do Apéndice, cuja solugdo geral é dada pela

Eq. (17) do Apéndice, ou seja:
R.(r)y=r"[AT,(Ar) + BT (4] (159)

Entretanto, utilizando as Egs. (25-26) do Apéndice pode-se reescrever a Eq. (159)

na seguinte forma:

R, (r')=r""[A, sin(A,r")+ B, cos(A,r")] (160)
A Eq. (158) pode ser resolvida diretamente por integracdo, cujo resultado é:

T, (Fo) = D, exp(=A; Fo) (161)

A solucdo completa da Eq. (151) € entdo escrita como:

6 (r',Fo)= i R, (r)T,(Fo)= Z”: r'[A, sin(A,r") + B, cos(A,r)I[D, exp(=A; Fo)] (162)
k=1 k=1



391

Aplicando a condic¢do de contorno dada pela Eq. (153) obtém-se:

06,
or’

_ 3[R, (r)T, (Fo)]|
or'

=71,(Fo) =

O[R, (r)]
o

r

r=0 | r'=0 =0

A cos(A,r) —sin()lkr*)} + [—Akr* sin(A,r") —cos(A,r")
*2 Bk *2

} =0=B,=0

r

T,(Fo) A{ ,
—— r

#0

=0 =00
(163)
Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (154) e substituindo o resultado

da Eq. (163) obtém-se:

26| _ O[R, (D7, (Fo)| . (Fo)a[Rk(l)]‘ = 1 (Fo)A {/]klcos(ﬁkl)—sin(Akl)}
ar* r=l ar* |r*=1 ‘ ar* r=l ‘ ‘ 12

-Bif (1,1') =-Bir, (Fo)l"' A, sin(A,1)
1-A, cot(A,) =Bi (164)

A Eq. (164) é uma equagio transcendental que fornece os infinitos valores de A,

em funcdo do nimero de Biot. O comportamento grafico da Eq. (164) pode ser visto na
Fig. (11) para diferentes numeros de Biot. Ja na Tab. (3) podem ser vistas as quatro
primeiras raizes da Eq. (164) para diferentes nimero de Biot, e a rotina de calculos pode

ser vista no arquivo EXEMPLO9.mw do MAPLE:

Tabela 3 — Quatro primeiras raizes da Eq. (149).

Bi =hr, [k A A A, A,
1,0 1,5707 4,7123 7,8539 10,9955
5,0 2,5704 5,3540 8,3029 11,3348
10,0 2,8363 5,7172 8,6587 11,6532

100,0 2,9349 5,8852 8,8605 11,8633

Substituindo a Eq. (163) na Eq. (162) obtém-se:
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8 (r',Fo)=> R, (r'),(Fo)=> r ™A sin(A,r")D, exp(~A: Fo) (165)
k=1 k=1

30 T T
1-A Cotg(A)

25} Bi=1,0 i
Bi=10,0

Bi=20,0

20

10

Figura 11 — Representagdo grafica da Eq. (164) para diferentes nimeros de Biot.

Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (152) obtém-se:

6( O) Zr* 1A sm(/l r )D exp( /]20) ZC M

k=1 k=1

(166)

onde C, =AD,. Ortogonalidade ¢é utilizada para determinar C,. A funcdo
@ (r’) =sin(A,r)/r" na Eq. (166) é a solucio da Eq. (157). Ortogonalidade pode ser
aplicada na Eq. (166) somente se a Eq. (157) for uma equa¢do de Sturm-Liouville e se as
condicdes de contorno em 7 =0 e r* =1 foram homogéneas. Comparando a Eq. (157)
com a equagdo de Sturm-Liouville obtém-se que w(r') =r*. Tem-se que @, ( r)e a( r)
sdo ortogonais com relagdo a func¢do de ponderacdo w(r') = r**. Multiplicando ambos os

. A
lados da Eq. (166) por w(r )Mdr e integrando de ¥ =0 a r” =1 obtém-se:
r
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1s1n(/1ir )w(r*)dr* _'Sc 51n(/1kr ) sm(/}r )w(r*)dr* (167)
r 0 k r r

0
k=1

Trocando o simbolo do somatdrio e da integral e sabendo que w(r’) = r” pode-

se reescrever a Eq. (167) como:
[[ 7 sin(Ardr = ¢, Y [ sin(A,r)sin(Ar ydr (168)
k=1

De acordo com o principio da ortogonalidade, a integral do lado direito da Eq.
(168) é nulo quando i # k. Assim, todas as integrais que surgem devido ao sinal de

somatério sdo nulas, exceto quando i =k. A Eq. (168) pode entdo ser reescrita para C,

como:

Il r sin(/]kr*)dr*

0

C, = (169)

.E sin®(A,r )dr’
A solugdo das integrais da Eq. (169) pode ser obtida com o auxilio do MAPLE,
cuja rotina de calculos estd descrita no EXEMPLO10.mw, com os resultados sendo

€scritos como:

_ sin(A,) — A, cos(4,)

I; risin(A ) dr z (170)

Llsinz(ﬂkr*)dr* A —sin(;chos(Ak) (171)
Substituindo as Eqgs. (170-171) na Eq. (169) e rearranjando obtém-se:

C = Asin(A,) = A, cos(A,)] (172)

A d2A, —sin(2A)]
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2.3.2-SOLUCAO APROXIMADA

Pode-se demonstrar que, para valores de Fo <0,2, a solu¢do em série infinita, Eq.
(165), pode ser aproximada pelo primeiro termo da série. Utilizando essa aproximagao e
definindo 8, = C, exp(—A; Fo), a forma adimensional da distribui¢do de temperaturas é

reescrita como:

sin(A, ") « sin(A,r")

8 (r',Fo)=C,~—-~exp(-A Fo) =6, (173)
r

0

1=, cot(A) =Bi (174)

C = A[sin(A,) — A, cos(A))] (175)

b AL2A, —sin(24)]

2.3.3-TRANSFERENCIA TOTAL DE ENERGIA

Em diversas situagdes de engenharia, € util saber a energia total que deixou (ou
entrou) a esfera até um dado tempo ¢ em um processo transiente. A exigéncia da
conservacao da energia na forma diferencial pode ser aplicada no intervalo de tempo

delimitado pela condigdo inicial (# =0) e por qualquer tempo >0, ou seja:

~dE, =d(ME,,) (176)

acu

Igualando a quantidade de energia transferida a partir da esfera como sendo

A0 =dE, e estabelecendo que d(AE, ) =dE(r,t)—dE(r,0) pode-se reescrever a Eq.

cu

(176) como:

0 =—dE(r,t) = dE(r,0)] (177)
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Desprezando variagdes de energia cinética e potencial, a variacao da energia total
da esfera na Eq. (177) pode ser reescrita em termos da variacdo da energia interna

especifica do cilindro, ou seja:
dE(r,t)—dE(r,0) =dU(r,t) —dU(r,0) = (dm)[u(r,t) —u(r,0)] (178)

Além disso, como a esfera ¢ um meio incompressivel, a variagdo de energia
interna especifica € igual ao produto entre o calor especifico do material da esfera

(considerado constante) e a variacao de temperatura, ou seja:

dE(r,t) —dE(r,0) = (dm)c|T(r,t) = T(r,0)] (179)

Finalmente, sabendo que dm= pdV e que T(r,0) =T,, pode-se reescrever a Eq.

(179) e igualar com a Eq. (177), fornecendo que:
O =-pdT(r,t)-T,1dV (180)

A quantidade total de energia transferida é obtida pela integracao da Eq. (180) ao

longo do volume da esfera, ou seja:

Q=~[ pIT(r,0)~T,1dV (181)
E conveniente adimensionalizar a Eq. (181) pela introdugio da grandeza:

Q,=pcT, - T,)V (182)

de tal forma que:

T(r,t) =T 1dV .
[ pelT (. -T,) :lj{m”) T,}dv (183)
pe =T,V VI [ T-T,

i ©

Q.
Qo
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A grandeza O, pode ser interpretada como a energia interna inicial da esfera com
relacdo a temperatura do fluido. De maneira alternativa O, também pode ser interpretada

como a maxima transferéncia de energia que ocorreria entre a esfera e o fluido se o
processo se estendesse até 1 = co. Pode-se utilizar a Eq. (148) para expressar o termo entre

colchetes da Eq. (183), ou seja:

g - T)=T, _Tr)-T+T,-T, _T(r.0-T, _[T(r,t)—Ti

’ L+l =
T -1, T -1, T —-T, T-T,

i 0 i ) i )

}=1—0* (184)

Substituindo a Eq. (184) na Eq. (183), fazendo V =(4/3) 72?03, dV =4m’dr e

rearranjando obtém-se:

ot d
Q%:I(l—ﬁ R (185)

r r

o o

Substituindo a Eq. (171) na Eq. (185), sabendo que */r> =", dr/r, = dr" e que

nesse caso os limites de integragio sio de r =0 a r" =1 obtém-se:
Q —_ 1 *) _ ® ok % %
E = L[3r 3r @ sin(Ar )ldr (186)

Resolvendo a integral da Eq. (186) obtém-se:

38 .
Qgﬁl‘ L) = costh ) (187)

Uma rotina de calculos pode ser vista no arquivo EXEMPLO11.mw do MAPLE.
Deve ser ressaltado que a quantidade de energia transferida do cilindro para o fluido pode
também ser determinada a partir da solucdo exata através de um balanco de energia na

interface, fornecendo o seguinte resultado:
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Qo =IFOMdF0 (188)
Qo % or

Na rotina do EXEMPLOI11.mw, a quantidade de energia transferida foi
determinada a partir da Eq. (188), e ndo a partir da Eq. (187). Isso garante a utilizacdo da
solucdo exata, Eq. (165) para o calculo da quantidade total de energia transferida entre a

esfera e o fluido dentro do intervalo de tempo considerado.
3-CONDUCAO BIDIMENSIONAL TRANSIENTE

Os principios basicos de condugao unidimensional transiente também se aplicam
a conducdo multidimensional transiente. Nao surgem complexidades matemaéticas
adicionais devido a dependéncia da temperatura de mais uma coordenada espacial além
do tempo. O proximo exemplo trata da conducao bidimensional transiente. Nesse caso o
campo de temperaturas depende de trés varidveis (tempo e duas coordenadas espaciais) e
o procedimento de solucao é similar ao problema de condugao tridimensional em regime

permanente mostrado no Cap. (5).
EXEMPLO 3 - CONDUCAO BIDIMENSIONAL TRANSIENTE RETANGULAR

Em uma barra utilizada para armazenamento de energia térmica, um fluido quente
¢ circulado através de canais conforme a Fig. (12). As superficies superior e inferior da
barra estao isoladas. Desprezando efeitos de entrada, pode ser assumido que o fendmeno
da conducdo térmica junto a parede separando dois canais vizinhos é bidimensional. Se
no inicio da operacdo de armazenamento de energia térmica, a distribuicio de

temperaturas na parede é T(x,y,0)= f(x,y), ¢ a bomba de circulagdo de fluido é

subitamente ligada, determine a distribui¢do de temperaturas transiente na parede.
Assuma que o coeficiente de transferéncia de calor entre as superficies da parede e o

fluido € bastante elevado (& — ), que a condutividade térmica da parede € constante ¢

que nao ha geragao interna de energia.
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Isolamento 17_7 i
= 1
g /% ~ or_, 7

Isolamento

A\

Figura 12 — Esquema do EXEMPLO 3.

SOLUCAO. A formulagio para esse problema é dada por:

62T+62T 19T

= 189
x> 0y> a ot (189)
T@0,y,t)=T, (190)
T(a,y,t)=T, (191)
0T (x,0,1) ~0 (192)
Oy
OT(xb,1) _ (193)
0y
T(x,y,0)= f(x,y) (194)

Definindo a variavel 6(x,y,t) =T(x,y,t)—T, pode-se reescrever as Egs. (189-

194) como:

2 2
6_?+6_§:l% (195)
ox~ 0y~ a ot
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6(0, y,t) =0 (196)

6(a,y,1)=0 (197)

06(x,0,1) _ 0 (198)
dy

06(x,b,1) _ 0 (199)
oy

H(X’ y’O) = f(x’ )’) - Too (200)

Deve ser notado que na varidvel 6(x,y,t) todas as condigdes de contorno sdo

agora homogéneas. Dessa forma, as dire¢des x e y sdo as dire¢cdes homogéneas nesse

problema. Pelo método da separagdo de variaveis, a solugdo da Eq. (195) deve ter a forma:
O(x, y,1) = X()Y(y)1(2) (201)

Substituindo a Eq. (201) na Eq. (195), fazendo as derivadas e multiplicando o

resultado por 1/(XYT) obtém-se:

0°X

1 0’y _ 1 or
X ox’

oy’ ar or

1
+ 202
Y (202)

Buscando ortogonalidade nas duas direcoes homogéneas, pode-se igualar o

primeiro termo a esquerda da Eq. (202) a — A2 € o segundo termo a esquerda da Eq. (202)
a — 32 de tal forma que pode-se reescrever a Eq. (202) como:
d’X

—attAX, =0 (203)
X
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d’y )
n 4+ By =0 204
dx2 ﬁm m ( )
dr 2 2 —
—d:'" +ta(A +6)r,, =0 (205)

A solugao das Egs. (203-204) € obtida pela técnica da equagdo caracteristica e a
solucdo da Eq. (205) € obtida por integragao direta de tal forma que a solu¢do completa

da Eq. (195) € escrita como:

O(x, y,t) = ii[A,, sin(A,x) + B, cos(A x)][C,, sin(B,y) + D, cos(f, )]

m=1 n=1

exp[—a (A + B2)t](206)

Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (196) obtém-se:

8,.(0,y,t) =[A,sin(A 0) + B, cos(A, O)Y(y)T(t) =0= B, =0 (207)

Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (198) obtém-se:

90(x,0.) = X(x)1() oY ()] =X 1) B, [C,cos(B,0)—D, sin(5,0]=0=C, =0
Oy o= T T
(208)
Aplicando a condic¢do de contorno dada pela Eq. (197) obtém-se:
O(a,y,t) =[A, sin(A )]Y(y)T(t) =0=sin(Aa)=0=A = ﬂ, n=123,.. (209)
— —_— a

#0 #0 #0
Aplicando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (199) obtém-se:

Q00D = x (1 O 14y = X (0D, cos(B,b)IE(1) =0 cos(B,b) = 0 =
dy dy — =

#0 #0 #0
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B, = an, m=123,(210)

Substituindo as Egs. (207-210) na Eq. (206) obtém-se:

0 o 2 2
Ox,y.0)=>.> a,, sin(ﬂxj cos[%r yj exp{— ar (% + %]t} (211)

m=1 n=1 a

onde a,, =A,D,. O subscrito nm € utilizado para indicar que todos os valores de
n(n=123,...)e m(m=123,...) fornecem solugdes para a distribuicdo transiente de

temperaturas. Aplicando a condicdo de contorno dada pela Eq. (200) obtém-se:

0(x,y,0)=f(x,y)-T, = i i a,, sin(ﬂxj cos(%r yj (212)
a

m=1 n=1

Dupla ortogonalidade é utilizada para determinar a,,. A fun¢do sin(n7x/a) na
Eq. (212) é solugéo da Eq. (203) e a fungéo cos(m7y/b) na Eq. (212) é solugdo da Eq.
(204). Ortogonalidade pode ser aplicada na Eq. (212) somente se as Eqgs. (203-204) forem

equagoes de Sturm-Liouville e se as condigdes de contornoem x =0 e x=a eem y=0
e ¥y =b forem homogéneas.

Comparando as Egs. (203-204) com a equacdo geral de Sturm-Liouville obtém-se
que w(x) =1 e w(y) =1. Tem-se entdo que ¢, (x) =sin(n7w/a) e ¢, (x) =sin(k7w/a) sio
ortogonais com relacdo a fun¢do de ponderagdo w(x)=1. De maneira similar, tem-se
também que ¢, (y) =cos(m72y/b) e ¢&(y) =cos(i72y/b) sdo ortogonais com relacdo a
fun¢do de ponderagio w(y)=1. Multiplicando ambos os lados da Eq. (212) por
w(x)W( y)sin(k7x/a) cos@7y/b)dxdy, integrando de x=0 a x=a ede y=0 a y=b

obtém-se:

_[b r [f(x,y) =T, Iw(x)w(y) sin[k—ﬂ xj cos(%r yjdxdy =
0 JO a
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Jj J: i i a,, wx)w(y) sin(ﬂ x) sin(k—ﬂ x) cos(%T yj cos(%T yjdxdy (213)
a

m=1 n=1 a

Trocando o simbolo do somatério e da integral, sabendo que w(x) =w(y)=1 e

utilizando o principio da ortogonalidade pode-se resolver a Eq. (213) para a,,,, ou seja:

nm?

J ’ ja [f(x,y)-T,] sin(m xj cos(nzﬂ yjdxdy
_ 0 JO a

e bea . o nIT ,( mir
J;) IO sin (a xjcos (b yjdxdy

a (214)

Calculando a integral do denominador da Eq. (214), substituindo a expressdao

resultante de a,, na Eq. (211) e voltando na variavel original obtém-se:

_ 4 S~ | e . (nrT mit
T(x,y,t)=T, +E;;{L L [f(x,y) —Tm]sm(7 xj COS[T yjdxdy} X
. (nm T 2 :
s1n[n7 xj cos(mT yJ exp{— arr (% + %]t} (215)

4-0 METODO DA SIMILARIDADE

As vezes é possivel que a solugdo de certos tipos de problemas de conducio de
calor possuam propriedades da similaridade. Essa propriedade também é uma
caracteristica de problemas em outras areas de transferéncia de calor, mais notadamente
em certos tipos de camadas limite de velocidade e térmica em convec¢do. Para problemas
que possuam a propriedade da similaridade € possivel introduzir uma varidvel de
transformacdo que converte a equacao diferencial governante de parcial para ordinéria,
usualmente mais simples de ser resolvida.

A mesma transformacgdo deve ser aplicada nas condi¢des de contorno. Esse tipo
de transformacao reduz a dificuldade envolvida na obten¢do da solu¢do do problema em
termos de sua ordem de magnitude (modelo matematico envolvendo equagdes
diferenciais parciais versus modelo matemdtico envolvendo equacdes diferenciais

ordinarias). O método de solucdo que utiliza a propriedade da similaridade é conhecido
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como método de solucdo por similaridade. No préximo exemplo, o método da
similaridade sera utilizado para obter a distribui¢do de temperaturas em um problema de
conducdo unidimensional e transiente. Duas condi¢des béasicas devem ser satisfeitas para
que o método da similaridade seja aplicavel:
1) Todas as derivadas parciais tanto na equagao governante quanto nas condicoes
de contorno precisam ser transformadas em derivadas ordindrias,
2) A dimensdo de espaco no problema de interesse deve ser semi-infinita (de zero
a infinito). Como na pratica todo corpo € finito, essa afirmagao pode ser
interpretada como: € a regido do corpo na qual efeitos térmicos (aquecimento
ou resfriamento) sdo sentidos, sendo esta regido pequena quando comparada
com a extensdo fisica do corpo. Nesse caso o corpo € dito infinito com relacdo

a regido termicamente afetada.

EXEMPLO 4 — SIMILARIDADE EM CONDUCAO TRANSIENTE

Uma parede espessa, inicialmente com temperatura uniforme 7;, € subitamente

colocada em contato térmico com um escoamento de um fluido aquecido com

temperatura 7;,, conforme a Fig. (13). E assumido contato térmico perfeito entre o fluido

e a parede. Com o passar do tempo, parte da parede € aquecida devido ao contato com o
fluido aquecido. Obtenha a distribui¢do de temperaturas unidimensional transiente na
parede e o fluxo de calor na superficie da parede em contato com o fluido utilizando o
método da similaridade. Considere que a condutividade térmica da parede € constante e

que nao existem efeitos de geracdo interna de energia térmica.

///
e, %
Ty / t=0, T=T,
3

Figura 13 — Esquema do EXEMPLO 4.
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A formulacao para esse problema € dada por:

s
T(0,1) =T, (217)
T(o,t) =T, (218)
T(x,0)=T (219)

A primeiro passo no método da similaridade é definir a varidvel de similaridade.
Ela € uma combinac¢do das varidveis independentes do problema (x, ), sendo responsédvel
pela transformagdo das equagOes diferenciais parciais do problema em equagdes
diferenciais ordindrias. A definicao da variavel de similaridade envolve tanto argumentos
matematicos quanto fisicos, além de um pouco de abstrac@o e conhecimento do fendmeno
fisico em analise.

Para uma geometria semi-infinita ndo existe uma dimensao caracteristica. Como
a solu¢do de todos os problemas fisicos pode ser expressa na forma adimensional (a
natureza nao conhece escalas de medida) deve haver alguma maneira de adimensionalizar
a solugdo desse problema. A unica maneira possivel é fazendo com que as varidveis

aparecam juntas em um grupo adimensional. Analisando o denominador da Eq. (216), é
2 . ~ 2 _ P
aparente que x~ e (ar) tem as mesmas dimensdes, e, portanto, x / (at) = x/ Watr) €

adimensional. A solucdo, de alguma forma, deve ser expressa em termos desta quantidade

para que seja adimensional, ou seja:

—A— 220
n=A e (220)

onde 77 é a variavel de similaridade e A € uma constante que sera definida posteriormente

de maneira a simplificar a dlgebra do problema. O segundo passo consiste em reescrever
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a formulacdo do problema original, Egs. (216-219) em termos da variavel de similaridade.

As derivadas parciais da Eq. (216) sdo reescritas como:

-3/2
O _dron _dTro), x |_dI(_Ar" 221)
ot dn ot dnot| (an*| dn\ 2 a"
T _dT on _dT 0 A =£L1/2 (222)
Ox dnox dnox| (ar) dn (ar)
x> ox\ox) dn\ox)ox dn|dn(a)’” |ox| (@) | dn* at

Substituindo as Egs. (221-222) na Eq. (216) e rearranjando obtém-se:

L dT_dT
24 "dn dn?

(224)

Nesse ponto deverd ser escolhido o valor para a constante A. Em principio,
qualquer valor arbitrario pode ser escolhido e a diferenca entre as escolhas reside no fato
de que mais ou menos passos algébricos deverao ser realizados em funcao dessa escolha.
Para o problema em andlise, bem documentado na literatura, a escolha que conduz ao

menor nimero de passos algébricos é dada por A =1/2. Substituindo esse valor na Eq.

(224) e rearranjando obtém-se:

d’T dT
+2n—=0 225
e n an (225)

As condi¢des de contorno também devem ser reescritas em termos da variavel de
similaridade. Da propria definicio da Eq. (220), quando x=0, 7=0 e quando

x =00, 1) =0 de tal forma que as Egs. (217-218) sdo reescritas como:

T(n=0)=T, (226)
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T(p=o)=T, (227)

O novo problema consiste em resolver a equagao diferencial ordinaria dada pela
Eq. (225) sujeita as condi¢des de contorno dadas pelas Egs. (226-227). A Eq. (225) pode

ser reescrita introduzindo a variavel P =dT/dn de tal forma que:

P =0 (228)
dn

Separando as varidveis na Eq. (228), integrando e voltando na variavel original
obtém-se:
T _ cemr (229)
dn

Integrando ambos os lados da Eq. (229) de 7 =0 a /7 =¢ (qualquer valor de 77)
obtém-se:

& o

T(7=8)-T1=0)=C[ e dn (230)

Utilizando as condi¢des de contorno simultaneamente na Eq. (230) obtém-se:

T(/]:oo)—T(/7=O)=T[—T0=Cre_"zd/7:>C=# (231)
0 J- e dn
0
Substituindo a Eq. (231) na Eq. (230) e rearranjando obtém-se:
3 -p?
-5 - e’ dn
rn=4)-T, _ Io (232)

I.-1, I: e_"zd/7
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As integrais que aparecem no lado direito da Eq. (232) sdo as defini¢des da fungao

erro, conforme o Apéndice, ou seja:

erf (&) :% [fean (233)
2 o _ 2
erf () :ﬁjo e dn=1 (234)

Substituindo as Eqgs. (233-234) na Eq. (232), substituindo ¢ por 77 visto que &
nada mais € do que um valor arbitrario de 77, substituindo a defini¢do de 77, Eq. (220)

com A =1/2 e rearranjando obtém-se:

T(x,0)-T, _ X
=1 235
T-T, e'f( 2Jar j (235

1

O fluxo de calor na superficie da parede pode ser calculado pela lei de Fourier em

conjunto com a variavel de similaridade e a Eq. (222), ou seja:

: oT dT on ar 1 k (dr
(O T [ IS L/ Ry (LI SR I 236
2. (ax lzo (dn Ox jﬂzo (d/] 2\/517:0 2\/5(07/7],7:0 (236)

A derivada na Eq. (236) pode ser calculada pelas Egs. (229), (231) e (234):

Z_T C e =C= wT—To :\/_Tf‘To :Z(Yi/:To) (237)
Mo Joemdn T op() - N
Substituindo a Eq. (237) na Eq. (236) obtém-se:

q;(t) = M (238)

Jrmt
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Claramente, o fluxo de calor local em x =0 decresce proporcionalmente a 12

conforme ¢ aumenta (e conforme a parede se aquece).

5-0 METODO INTEGRAL

O método integral é um método aproximado que oferece uma alternativa
matematicamente menos rigorosa do que os métodos utilizados nesse capitulo. Ele é
particularmente atrativo para problemas unidimensionais transientes pois combina
simplicidade e resultados com precisdo aceitivel. O método integral foi amplamente
utilizado no passado para estudar problemas de condug¢do envolvendo fusdo e
solidificacdo. Os principais conceitos desse método sdao idénticos aqueles utilizados por
von Kérmén e Pohlhausen no seu tratamento classico do escoamento laminar na camada
limite. Para ilustrar esse método sera analisado novamente o EXEMPLO 4, s6 que agora

pelo método integral.

EXEMPLO 5 - METODO INTEGRAL EM CONDUCAO TRANSIENTE

Uma parede, inicialmente com temperatura uniforme 7;, € subitamente colocada
em contato térmico com um escoamento de um fluido aquecido com temperatura 7;. E

assumido contato térmico perfeito entre o fluido e a parede. Com o passar do tempo, parte
da parede € aquecida devido ao contato com o fluido aquecido. Obtenha a distribui¢ao de
temperaturas unidimensional transiente na parede e o fluxo de calor na superficie da

parede em contato com o fluido utilizando o método integral.

.
Fluido %
Aquecido
Ty % t=0,T=T
/
W, ;
7
I,
L

Figura 14 — Esquema do EXEMPLO 5.
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A formulacao para esse problema € dada por:

s
T(0,1)=T, (240)
T(o,t) =T, (241)
T(x,0)=T, (242)

O primeiro passo consiste em integrar a Eq. (239) em x de x=0 a x=09(t)

obtendo-se:
=d(t x=6(1) 02 x=0(t

J' o )la_de =J' 50 0 fdx - 1 e >6_de = (G_TJ _(G_TJ (243)
=0 g Ot ¥=0  Qx a =0 0ot 0x )50 \OX ).

onde O(f) é a camada de penetragdo térmica ou camada limite térmica na qual o efeito
de aquecimento ou resfriamento da fronteira é sentido pelo corpo. Fora da camada limite
0 corpo estd na sua temperatura inicial. O lado esquerdo da Eq. (243) pode ser reescrito

utilizando a regra de Leibniz, escrita na forma geral como:

b() d _d o d _ d
L(”E[ fennldx == [, foundr+ flea@]—la®]= flxbO]— b))

Assim, utilizando a regra de Leibniz obtém-se:

do(r)
dt

J~x=5(t) de _ % J.:(Z)T( x,t)dx —T[x,0(1)] (244)

x=0 ot

Substituindo a Eq. (244) na Eq. (243) obtém-se a equacdo da energia na forma

integral, ou seja:
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1{d dd|_(or) _(oT
alal g )L, o). o

O segundo passo consiste em assumir uma expressao geral para a temperatura 7,
sendo a forma mais comum uma expressao polinomial com coeficientes desconhecidos
que podem ser determinados pelas condi¢cdes de contorno do problema, Eqgs. (240-241).
Se necessario (devido a presenca de mais coeficientes que condi¢des de contorno),
pode-se utilizar condi¢des de contorno adicionais, como por exemplo, avaliar a equacao

da energia e suas derivadas nos limites da regido de interesse (x =0 e x =09). Pode-se

entdo assumir a seguinte expressao polinomial na forma adimensional:

2 3
T(x)-T, :A+Bﬁ+c(zj +D(£) (246)
T,-T 5 \o J

l

A obtencao dos coeficientes A, B, C e D deve ser feita através de quatro condi¢des

de contorno, ou seja:

T(0)=T, (247)
T0)=T, (248)
(G_Tj -0 (249)
ax x=0
l(a_Tj _[o°T (250)
a\or ), \ox*)

T

As duas primeiras condicdes de contorno sdo as Eqs. (247-248), com a ultima
modificada para situar o problema dentro da camada limite térmica. A Eq. (249) indica

que ndo hé fluxo de calor a partir de O(¢) pois a temperatura é sempre igual a T.. Jd a Eq.

(250) € a equacdo de condugdo avaliada em x =0, com a derivada temporal nula pois 7;
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€ constante ao longo do tempo. A partir da Eq. (246) pode-se escrever de forma mais geral

a distribuicdo de temperaturas e as derivadas primeira e segunda para se utilizar nas

condig¢des de contorno, ou seja:

T =T,+(T, —Ti){A+Bﬁ+c[£j +D(ﬁj }
o) o) o)

oT {B 2Cx 3Dx}

Pl Iy AR

0°T 2C 6Dx
= =(T,-T) =+
ox’ @ ‘){52 53}

Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (250) obtém-se:

Aplicando a condi¢d@o de contorno dada pela Eq. (247) obtém-se:

3
T(O):T,-+(T0—T,-)|:A+B%+D(%j }:TO:A:I

Aplicando a condic¢do de contorno dada pela Eq. (249) obtém-se:

2
ox ), 5 o

o oY
T(5):Ti+(T°_Ti){l_3D5+D(Ej }:T: D=

(251)

(252)

(253)

(254)

(255)

(256)

(257)
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Da Eq. (256) tem-se que B = —3/ 2 e substituindo os coeficientes A, B, C e D na

Eq. (251) e rearranjando obtém-se:

T(x)=T +(T, - T){ 3;+;(2” (258)

A derivada da Eq. (258) com relagdo a x € escrita como:

oT 3 3x°
—=0- T»{—Z—fz—’;} (259)

O terceiro passo consiste em substituir as Egs. (258-259) na Eq. (245), ou seja:

1{5,! {T+(T T){ 3%%%}3}}6&—{“0 T){l—ég %(gj }CCZ:}

3 3F 3,30
(T Ti){ by 253} (1 - i){ 35 253}(260)

Rearranjando a Eq. (260) obtém-se:

1] d 3x 1(xY do|_ 3
{dtj {T"'(o ,-){1 554-5(5') :l}dx ];E}_Z_J(];) T) (261)

Resolvendo a integral da Eq. (261) e rearranjando obtém-se:

1|d 3 1 do 3
E{E{mx]ﬁ—m—z>4—5[x213+<n—2)ﬁ[x413} T,E}——(f L) (26

Substituindo os limites de integracdo, rearranjando, simplificando o termo

(T, —T;) e separando variaveis obtém-se:
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20do = 8adt (263)
A Eq. (263) pode ser integradade d =0 em r =0 a J em ¢, ou seja:
a(1) t
[ 2a16=| 8ad (264)
9=0 =0
Resolvendo a Eq. (264) obtém-se:
o(r) =+/8at (265)

O dltimo passo consiste em substituir a Eq. (265) na Eq. (258), fornecendo o

seguinte resultado para a distribui¢do de temperaturas transiente adimensional:

3
EAC i A +1( > J (266)
T,-T 28ar 2\ f8ar

14

O fluxo de calor na superficie da parede pode ser determinado utilizando a lei de

Fourier em conjunto com a Eq. (259) e o resultado da Eq. (265), ou seja:

" oT 3 3.0° 3k(T, - T)
(1) =—k| — =—ks(T, - T))| - = — 267

Deve ser notado que a Eq. (267) fornece um resultado apenas 6 % abaixo daquele
calculado pela solucdo exata, Eq. (238) obtida pelo método da similaridade. Além disso,

esse problema também poderia ter sido resolvido utilizando a condi¢do de contorno

1(oT 0°T
E(Ej = ( =~ j (268)
x=0 x=0

ao invés da condicdo de contorno dada pela Eq. (250). Nessa condi¢ao pode ser mostrado

que os resultados obtidos t€ém a seguinte forma:
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o(t) =~24at (269)

T(x,t)~T x Y

I S A 1- 270
L -T ( V 24arj 70

3k(T, = T))

q.(t) = N

(271)
A Eq. (271) fornece um resultado 8,5 % acima daquele calculado pela solucdo
exata, Eq. (238) obtida pelo método da similaridade. Isso deixa claro que embora o

método integral seja de facil aplicagdo, a precisdo dos resultados depende do perfil de

temperaturas assumido e da escolha das condi¢des de contorno a serem satisfeitas.
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6-EXERCICIOS PROPOSTOS

1) Uma barra retangular com secdo transversal Lx H estd em repouso a temperatura
uniforme 7, No instante >0 a barra comeca a deslizar sobre uma superficie inclinada
com velocidade constante V. A pressdo e o coeficiente de atrito na interface sdo P e U,
respectivamente. Na face superior, a barra troca calor por convec¢do com as vizinhangas.
O coeficiente de transferéncia de calor € / e a temperatura ambiente é T,,. As outras duas
superficies estdo isoladas. Assuma que o nimero de Biot € maior que a unidade e despreze
a transferéncia de calor na direcdo normal ao plano L x H. Determine a distribui¢cdo de

temperaturas transiente na barra.

2) Uma placa com espessura L, esta inicialmente a temperatura 7,. Uma segunda placa
de mesmo material com espessura L, estd inicialmente a temperatura 7,. Em >0 as
duas placas sdo unidas com um contato perfeito na interface. Simultaneamente, a
superficie de uma das placas é aquecida com um fluxo de calor uniforme ¢, e a superficie
oposta comeca a trocar calor por convec¢do com o ambiente. O coeficiente de
transferéncia de calor é / e a temperatura ambiente ¢ 7. Determine a distribuicdo de

temperaturas unidimensional transiente nas duas placas.

,-"“-.‘__/-"_‘\"---...___1__‘__,_.-
L | L
95
> h, 1,
OF——>
X
Lm0 L
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3) Um duto com raio interno r, raio externo r, e comprimento L estd inicialmente a
temperatura uniforme 7;. Em 7 >0 uma extremidade estd mantida a 7, enquanto a outra

extremidade estd isolada. Simultaneamente, o duto comeca a trocar calor por convecgao
ao longo de suas superficies interna e externa. Os coeficientes de transferéncia de calor
interno e externo sdo /4, € h,, respectivamente. A temperatura ambiente interna e externa
€ T,. Desprezando a variagdo de temperatura na direcdo r, determine a distribuicdo de

temperaturas unidimensional transiente no duto.

horTac I
? — o
W
O-—)-x th?T-".C | I|
/ \/
I 7

' T

o

4) Um cabo elétrico com raio r, e comprimento L estd inicialmente a temperatura
uniforme 7;. Em 7 >0 corrente elétrica comeca a passar através do cabo resultando em
uma taxa de geracdo volumétrica uniforme g. As duas extremidades do cabo sao mantidas
a temperatura inicial 7;. O cabo troca calor por convecgdo com o ambiente. O coeficiente
de transferéncia de calor é h e a temperatura ambiente é 7T,. Desprezando variacdo de

temperaturas na dire¢do r, determine a distribuicdo de temperaturas unidimensional

transiente no cabo. Qual a temperatura em regime permanente na metade do comprimento

do cabo?

h,1T,

mw

Ofb—5X g

/» h,T, <\

T 7

e

5) Considere um cilindro s6lido longo com raio r, que esté inicialmente a temperatura
uniforme 7,. Em ¢ >0 corrente elétrica comeca a passar através do cilindro resultando

em uma taxa de gera¢do volumétrica uniforme ¢. A superficie cilindrica estd mantida a
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temperatura inicial 7,. Determine a distribuicio de temperaturas unidimensional

transiente no cilindro.

6) Um cilindro oco com raio externo r, € raio interno s, esté inicialmente a temperatura
uniforme 7;. Um segundo cilindro maci¢o com raio », € do mesmo material do primeiro

e estd inicialmente a temperatura uniforme 7,. Em ¢ >0 o cilindro sé6lido € forcado a

passar no interior do cilindro oco resultando em um contato térmico perfeito. A superficie

externa do cilindro oco € mantida a temperatura 7,. Determine a distribui¢do de

temperaturas unidimensional transiente nos dois cilindros.

7) Uma esfera com raio r, estd inicialmente a uma temperatura 7, = f(r). Em t>0 a
superficie estd mantida a uma temperatura uniforme 7,. Determine a distribui¢do de

temperaturas unidimensional transiente na esfera.

8) Uma carne para assar a temperatura inicial uniforme 7; é colocada em um forno a

temperatura 7. A carne € assada por conveccdo e radiacdo. O coeficiente de

transferéncia de calor € 4. Modelo a carne como uma esfera com raio r, € assuma que o
fluxo de radiagdo € constante e igual a g,. Qual o tempo necessario para que a temperatura

do centro da carne atinja a temperatura de cozimento especificada T, ?
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9) A superficie de uma placa semi-infinita que estd inicialmente a temperatura uniforme

T, € subitamente aquecida por um fluxo de calor dependente do tempo na forma

q, = C/ \Jt, onde C é uma constante. Use o método da similaridade para determinar a

distribuicao de temperaturas unidimensional transiente na placa.

10) Duas barras longas, 1 e 2, estdo inicialmente a temperaturas uniformes 7,, e T,,

respectivamente. As duas barras sdao colocadas em contato perfeito em suas extremidades
e permitidas trocar calor por conducao entre si. Assumindo que as barras estdo isoladas
ao longo de suas superficies, determine:

a) A distribui¢do de temperaturas unidimensional transiente nas duas barras e

b) A temperatura da interface.

S S SS S SS S SSSSSSSSSS

T-(x. t . Li(x,t
To, 2(;;) 00— X 1(x, 1) Ty,
., Ky ay, k
JIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIITITIIIII 7777777

11) Resolva novamente o EXEMPLO 5 para o seguinte perfil de temperaturas:

2 3 4
—T(x)_Ti :A+B£+C(£j +D(£j +E(£j
T, -T, o \o ) o

Determine também o fluxo de calor superficial e o erro no fluxo de calor quando

comparado com a soluc¢do exata obtida pelo método da similaridade.
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APENDICE - MATEMATICA APLICADA
1-EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE SEGUNDA ORDEM
LINEARES E HOMOGENEAS COM COEFICIENTES CONSTANTES

Comecgamos considerando o caso especial da equacdo diferencial de segunda

ordem homogénea:
ay"+by'+cy =0 (1)

Inicialmente deve-se escrever a chamada equagcdo auxiliar ou equacdo

caracteristica da Eq. (1), que possui a seguinte forma:
am®> +bm+c=0 2)

Consideramos trés casos, a saber: as solu¢des para a equagdo auxiliar

correspondem a raizes reais distintas, raizes reais iguais e raizes complexas conjugadas.

CASO I (RAIZES REAIS DISTINTAS) — Com a hipétese de que a Eq. (2)

possui duas raizes reais distintas m, e m,, a solugdo geral para a Eq. (1) é:
v (¥)= Ce™ + Cre™ 3

CASO II (RAIZES REAIS IGUAIS) — Com a hipétese de que a Eq. (2) possui

duas raizes reais iguais m, =m, = m, a solu¢do geral para a Eq. (1) é:

yu(x)=Ce™ + Cyxe™ (4)
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CASO III (RAIZES COMPLEXAS CONJUGADAS) — Com a hipétese de que a

Eq. (2) possui duas raizes reais complexas na forma m, =a +ifs e m, =a —if3 em que

a e >0 sdo reais e i° = -1, a solugdo geral para a Eq. (1) é:

vy (x) = ™ (C, cos Bx + C, sin fx) 5)

2-EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE SEGUNDA ORDEM
LINEARES E NAO-HOMOGENEAS COM COEFICIENTES CONSTANTES

Comecgamos considerando o caso especial da equacdo diferencial de segunda

ordem ndo-homogénea:
ay"+by'+cy = g(x) ©)

2.1-SOLUCAO GERAL PELO METODO DOS COEFICIENTES
INDETERMINADOS

A solugdo geral de uma equacdo diferencial ordinaria de segunda ordem ndo-

homogénea com coeficientes constantes tem a seguinte forma:
)’(x) =Vu (x)+ yP(x) (7

onde y, (x) € a solucdo da equacdo homogénea ay"+by'+c =0 conforme mostrado no
item anterior € y, (x) € uma solugdo particular da equacdo ndo-homogénea. A fungao
Yy (x) ¢ calculada pelo método da equacdo caracteristica enquanto a funcdo yP(x)
depende da forma de q(x). Embora o método dos coeficientes indeterminados

apresentado nesta se¢do ndo se limite a equagdes de segunda ordem, ele se limita a
equacdo lineares ndo-homogéneas com as seguintes caracteristicas:
1)Que tém coeficientes constantes, e

2)Em que q(x) ¢ uma constante C, uma fun¢do polinomial, uma funcao

exponencial ¢™, sin Bx, cos Bx, ou somas e produtos dessas funcdes.



421

No método dos coeficientes indeterminados, os coeficientes da solucido
particular sdo determinados apds inserirmos Yy, (x) e suas derivadas na equacdo
diferencial. Conforme mencionado anteriormente, esse método da bons resultados
quando q(x) ¢ uma func¢do continua (tipicamente uma funcdo polinomial, exponencial,
seno ou cosseno ou combinagdo destas fungdes). Para fungdes descontinuas ou mais
complexas, outro método, mais geral, chamado de método da variacdo dos parametros €
mais recomendado e serd descrito no proximo item. Assim, a solu¢do de uma equagao
diferencial ordinaria linear de segunda ordem, com coeficientes constantes, pelo método

dos coeficientes indeterminados tem as seguintes etapas:

I)Calculo de y, (x), a solucdo da equagdo homogénea, pelo método da equacao
caracteristica,

2)Calculo de uma solugdo particular y, (x) da equagdo nao-homogénea, sendo
que tal solugdo particular tem sua forma induzida pela fun¢ao q(x) e

3)A solucdo geral da equacao € y(x) =y (x) + ¥, (x)

Na Tab. (1) ilustramos alguns exemplos especificos de q(x) juntamente com a

forma correspondente da solugdo particular:

Tabela 1 — Tentativas para solugdes particulares.

q(x) Forma de y,(x)
1 (qualquer constante) A
Sx+7 Ax+B
3x* -2 Ax> +Bx+C
X -x+1 Ax’ +Bx*+Cx+D
sin4x Acos4x + Bsin4x
cos4x Acos4x + Bsin4x
e Ae™*
(9x - 2)@5'” (Ax + B)esx
x’e™ (Ax2 + Bx + C)esx
e sindx Ae’* cos4x + Be™ sin 4x
5x’sin 4x (A)c2 +Bx+C)cos4x+(Dx2 +Ex+F)sin 4x

xe™* cosdx (Ax + B)e* cos4x + (Cx + D)e* sin4x
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2.2-SOLUCAO GERAL PELO METODO DA VARIACAO DOS
PARAMETROS

O método da variagdo dos parametros, apesar de mais complexo, tem uma

vantagem sobre o método dos coeficientes indeterminados. Ele sempre produz uma

solucdo particular yP(x), desde que a equacdo homogénea associada possa ser
resolvida. O presente método ndo se limita a uma funcao q(x) que seja combinacao

linear dos tipos de funcdes listadas na Tab. (1). Ainda, o método da variagdo dos
parametros se aplica a equagdes diferenciais com coeficientes varidveis. Segue abaixo

um roteiro de calculo para a aplicagdo do método:

1)Escrever a  equacdo  diferencial  ay"+by'+cy = q(x) na forma
V'+Py'+Qy = f (x), ou seja, dividir todos os termos da primeira por a de tal maneira
que a tltima apresente o coeficiente de y" unitario,

2)Para a equacdo diferencial y"+Py+Qy=f (x), utilizar a equacdo
caracteristica para calcular a solu¢do geral da equacdo diferencial y"+Py'+Qy =0 na
forma y(x) =C,y, +C,y,, onde a formade y, e y, € funcdo de ser o CASO L, IT ou III,

3)Ap0s a identificacdo de y, e y, calcular o Wronskiano W de y, e y, na

forma:

Wiry)=" 2=yt = (8)
i

4)Calcular os Wronskiano W, e W, na seguinte forma:

W00)=] 0 == () ©
f(x) Y2

w(50)=" ‘: 5/ (%) (10)
N f(x)
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5)Calcular u, € u, através das seguintes expressoes:

:VVl(anz) -~ f(x)
1 ERAL (11)
Wviym) wn = v
u, = Wz(yl,O) - ylf(x) ' (12)

W) nv =

6)Integrar u, € u, para a obtencdo de u, € u,, ou seja:

u, ZIuidx (13)
u, = Iulzdx (14)

7)Compor a solug@o particular na forma y, (x) =uy tu,y, e

8)A solugdo final da equacdo diferencial € entdo y(x) =Yy (x) +Vp (x)
3-EQUACAO DIFERENCIAL DE BESSEL E FUNCOES DE BESSEL
3.1-FORMA GERAL DAS EQUACOES DE BESSEL

Uma classe de equagdes diferenciais ordindrias com coeficientes varidveis €
conhecida como equacgdes diferenciais de Bessel. Tais equagdes sdo encontradas em
aletas com area de secdo transversal variavel, problemas de conducao multidimensional
e geracdo de energia dependente da temperatura. Uma forma geral dessas equacdes

diferenciais € dada por:

2

x? ny +[(1—2A)x—28x2]%+[C2D2x2C +B’x’ = B(1-2A)x+ A> =C’n*]y=0 (15)
X

2
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Examinando a equagdo diferencial acima nota-se o seguinte:

1)Ela é uma equacdo diferencial de segunda ordem linear com coeficientes
variaveis. Ou seja, os coeficientes da varidvel dependente y e de suas derivadas sdo
funcdes da variavel independente x,

2)A, B, C, D e n sdo constantes. Seus valores variam dependendo da equacgdo sob
consideragdo. Assim, a equacdo acima representa uma classe de vdrias equacdes
diferenciais de Bessel,

3)n é chamada de ordem da fun¢ao de Bessel e

4)D pode ser real ou imaginario.

3.2-SOLUCOES: FUNCOES DE BESSEL

A solugdo geral da equacdo acima pode ser obtida na forma de séries de
poténcias infinitas. Como a equacdo diferencial de Bessel é de segunda ordem, sdo
necessdrias duas solucdes linearmente independentes. A forma da solu¢do depende das

constantes n e D. Existem quatro combinacdes possiveis:

CASO 1) n € zero ou inteiro positivo, D € real. A solugao é:
y(x) = x* exp(Bx)[C,J ,(Dx) + C,Y,(Dx)] (16)

onde C, eC, sdo constantes de integracdo, J, (Dxc) ¢ a funcdo de Bessel de primeira
espécie de ordem n de argumento Dx° e Yn(DxC) ¢ a funcdo de Bessel de segunda

4 C
espécie de ordem n de argumento Dx .

CASO 2) n ndo € zero nem inteiro positivo, D é real. A solugao é:
y(x)=x" exp(Bx)[C,J,,(Dx)+C,J_, (Dx°)] (17)

CASO 3) n € zero ou inteiro positivo, D € imaginario. A solugdo é:
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y(x) = x" exp(Bx)[C,1,(px) + C,K, (px°)] (18)

onde p=D/i, onde i é imaginarioe i =v—1, I, (pxc) ¢ a funcdo de Bessel modificada
de primeira espécie de ordem n de argumento px© e K, (pxc) ¢ a funcdo de Bessel

modificada de segunda espécie de ordem n de argumento px©.
CASO 4) n nao é zero nem inteiro positivo, D € imaginario. A solugdo é:

y(x) =x" exp(Bx)[C 1, (px)+C,1_, (px°)] (19)
3.3-FORMAS DAS FUNCOES DE BESSEL

As expressdes matematicas que dio origem as funcdes de Bessel podem ser

vistas abaixo nas Egs. (20-23):

1,0=3 En,l 2™ (20)

s F(m+1+n)

J, (x)cos(an) -J, (x)

N n#01.2..
— Sin\n
N0 Qe -s ) e
m-n Sln(m]T) sdlyLgens
B o ( /2)n+2m
In(x)—;)m”_(mmﬂ) (22)
— 1, (x)-1,(x)] n#012..
K, (x)= 2s1n(n7T) o3

nm_L) [ ()-1,(x)  n=012..



426

onde I' € a funcdo gama, que serd definida posteriormente. O comportamento grafico

das Egs. (20-23) pode ser visualizado nas Figs. (1-4), ou seja:

X

’
0514
ol
0.5

(e100dsa ;| 9p |osseg ap oedun4) oo:ﬁ

Figura 1 — Comportamento da funcio J, (x)

(s109dsa

«Z Op [osseg op orduny) (x)'A

X

Figura 2 — Comportamento da fungédo Y, (x)
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(e100dsa 5| op epeolipow [assag ap oedun4) oo:_

X

Figura 3 — Comportamento da funcdo I, (x)

(s109ds8 sz 9p epedljipow |ossag ap oeduny) (x)

X

Figura 4 — Comportamento da func¢do K, (x)
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Observando o comportamento das curvas das Figs. (1-4) notam-se diversas
tendéncias assintoticas, que sdo de grande auxilio na solu¢do de problemas de condugdo
térmica, especialmente na aplica¢do das condicdes de contorno. Por exemplo, da Fig.

(1), tem-se que J, (0) =1e J, (00) =0. Entretanto, para ordens superiores, J, (0) =0 e
J, (00) =0. Outras tendéncias também podem ser verificadas para os grificos das
fungoes de Bessel Y, (x), I, (x) e K, (x) Um resumo desses resultados podem ser vistos

na Tab. (2), que fornece valores praticos de fungdes de Bessel para alguns pontos de

interesse:
Tabela 2 — Valores praticos das func¢des de Bessel.
x L) k) L) L) rk) K
0 1 0 1 0 — 00 )
) 0 0 ) ) 0 0

3.4-FORMAS ESPECIAIS FECHADAS DAS FUNCOES DE BESSEL
Sdo casos especiais onde a ordem » tem a forma:

= inteiro nao multiplode 2
2

(24)

Nesse caso, as funcoes J l/z(x) e J, (x) podem ser representadas como:

T(x)= \/% sin x (25)
2
I (x)= \/% COS X (26)

Fungdes de Bessel de ordem 3/2,5/2,7/2,..., sdo determinadas a partir das

Eqgs. (25-26) e a partir da seguinte férmula de recorréncia:
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2k -1
‘]k+1/2(x) :T‘]k—l/z(x)_‘]k—3/2(x) k=123,.. (27)

De maneira similar, funcdes de Bessel modificadas para n:1/2 tem as

seguintes formas:

I,,(x)= \/% sinh x (28)
2
Ly,(x)= \/% coshx (29)

Funcdes de Bessel modificadas de ordem 3/2,5/2,7/2,..., sdo determinadas a

partir das Egs. (28-29) e a partir da seguinte féormula de recorréncia:

2k -1

L (x) =1y (x) +1 (x) k=123,... (30)

3.5-RELACOES ESPECIAIS PARA n=1,23,...

J,(x)=(=1)7,(x) 3D
v, (x)=(-1)7,(x) (32)
1,(x)=1,(x) (33)
K., (x)=K,(x) (34)

3.6-DERIVADAS E INTEGRAIS DE FUNCOES DE BESSEL
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Nas préximas expressoes, o simbolo Z representa uma fungéo de Bessel de

ordem n.
Lo ] P2 220
dx -mx"Z,(mx)  Z=K

[x'Z,.,(mx)ex = (ijx"zn (mx)  z=Jv.1

J. x_”ZnH(mx)dx = —(ijx_”Zn (mx) Zz=JY,K
m

3.7-INTEGRAIS NORMALIZADAS DE BESSEL

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)

(40)

A aplicacdo da ortogonalidade leva a integrais envolvendo as fungdes

caracteristicas de um problema. Uma integral comum que surge quando as funcdes

caracteristicas sdo funcdes de Bessel tem a seguinte forma:

— [ 72
N, =["r}A,ndr

(41)
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onde N, ¢é chamada de integral de normalizacdo. O valor dessa integral depende da

forma das condi¢des de contorno homogéneas que levam a equagdo caracteristica. A

Tab. (3) fornece N, para cilindros sélidos, correspondente as trés condicOes de
contorno em r =r,, dadas pelas Egs. (18-20) do Capitulo 5. O nimero de Biot da Tab.

(3) é definido como Bi = hr, /k.

Tabela 3 — Integrais normalizadas para cilindros so6lidos.

Condicao de contorno em 7, N, = Jor" r2(A r)dr
J,(A,r,)=0 7 [dhuan
22| ar
dfil_jr) —0 z%;[“”")z ~n1(Ar,)
SEAEARYTRINS LB + (A =12

n

4-ORTOGONALIDADE E FUNCOES ORTOGONAIS

A definicdo de ortogonalidade € a seguinte: considere duas sequéncias de

funcdes @,(x) e @ (x). onde m=123,...,n=123,.... Se:

b =0 m#n

[ @, (), (xp{x)etx . 42)
a Z0 m=n

entdo as fungdes (am(x) e qon(x) sdo ortogonais na regido [a,b] com relagdo a uma

funcdo peso w(x). Vale a pena mencionar que a funcio seno, a fun¢do cosseno, fungdes

de Bessel de primeira espécie e funcdes de Bessel de segunda espécie sdo ortogonais
sob certas condi¢Oes. Essa condi¢do € que ambas as condi¢des de contorno nos limites

do intervalo de integracdo [a,b] na Eq. (42) precisam ser homogéneas da forma

mostrada mais a frente nas Eqgs. (44-45). Por outro lado, exponenciais, senos € cossenos
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hiperbdlicos e fun¢des modificadas de Bessel de primeira e segunda espécies nao sao
ortogonais.

Para mostrar que a propriedade da ortogonalidade depende da homogeneidade
das condi¢des de contorno na direcdo na qual a integracdo da Eq. (42) é realizada, sera
apresentado o seguinte teorema.

Teorema. Considere a equacao diferencial:

%[ p(x)z—f} ea)+ Pula)lp=0 @3)

onde p(x), q(x) e w(x) sd3o continuas no intervalo a<x<b. Se A, A,, A,,... sdo
valores distintos do pardmetro A na qual solucOes ndo triviais da Eq. (43), ¢, ¢,

@, , ...existem tendo derivadas continuas e satisfazendo as condi¢des de contorno:

Aqa(a)+B[d—¢j =0 (44)
dx x=a
dg
Cab)+ D — =0
db)+ ( dxj (45)

onde A, B, C e D sio constantes tais que A e B ndo sdo ambas zero e C e D nio sdo
ambas zero, as sequéncias de funcdes @, (x), m=123,... ¢ ¢@(x), n=123,... sio
ortogonais com relacao a fun¢do peso w(x) sobre a integral no intervalo [a,b].

Prova. Antes de comecar a prova vale a pena salientar que as Eqgs. (44-45) s@o
condi¢des de contorno homogéneas. Fazendo referéncia a conducdo de calor elas sdao

condi¢des de contorno convectivas do tipo +hg + k(d¢/ d.x) =0. No caso especial onde
A=0 ou C=0, essas condi¢cdes de contorno tornam-se condi¢des de contorno de
isolamento ou simetria (d¢/ dx = O). De maneira similar, se B=0 ou D=0, as Egs.
(44-45) tornam-se condi¢des de contorno de temperatura zero (¢ = O). Tendo dito isso,
vamos assumir que ¢, ¢ @, sao duas solugdes distintas da Eq. (43) correspondendo a

valores distintos A, e A, do parimetro A. Portanto, eles satisfazem a Eq. (43), ou seja:

m
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d dg )

- _rm A =0

dx(l’ dxj+(q+ mw)% (46)
47)

%(p%) +{g+Awlg, =0

Multiplicando a Eq. (46) por @, a Eq. (47) por @, e subtraindo as equacdes

resultantes obtém-se:

d( dg d @
-1 = = | pZ |- 2| pZim 48
(m n)W(Pm% 7 dx(P dxj @, / (P / j (48)

Adicionando e subtraindo a expressao p(dqon / dx)(dqom / dx) no lado direito da Eq.

(48), obtém-se:

(49)

d dg dg
P - p -4 h — g 49,
A dx{p(% T ﬂ

Integrando ambos os lados da Eq. (49) de x =a a x =b resulta em:

b
v -0 |

= o6) 2] 2] a0 %) |- @] %%) -0l %] |eo

Para continuar, vamos considerar a condi¢do de contorno dada pela Eq. (45), a

qual € satisfeita por ambos @, e @, :

Co (b)+ D(%J =0 (51)
x=b

dx
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C(/;(b)+D(%j =0 (52)
dx ) .,

Multiplicando a Eq. (51) por @, a Eq. (5§2) por @, e subtraindo as equacdes

resultantes obtém-se:

%(b)(%j —@(b)(%j =0 (53)
x=b x=b

A Eq. (53) prova que o primeiro termo entre colchetes no lado direito da Eq.
(50) € igual a zero. Utilizando a condi¢do de contorno dada pela Eq. (44) e fazendo um
procedimento similar, pode ser mostrado facilmente que o segundo termo entre
colchetes no lado direito da Eq. (50) também € igual a zero. De acordo com esses

resultados, obtém-se que:
(2 - 2) ggn(xax=0 (54)

Como m # n, a Eq. (54) prova que:

m#n: [ ggw{xkx=0 (55)

e o teorema da ortogonalidade esta estabelecido. A Eq. (43) para p(x) =1, q(x) =0 e

w(x):L se torna uma equacdo diferencial de segunda ordem com coeficientes

constantes do tipo X +AX =0 ou Y +A Y =0 que aparecem frequentemente em
problemas de condugdo de calor. Essa equacdo possui solucdo geral em termos das
funcdes seno e cosseno. Claramente, entdo, como mostrado no teorema acima, essas
funcdes sdo ortogonais, desde que as condi¢des de contorno sejam homogéneas da
forma mostrada nas Egs. (44-45). Essa € a razdo pela qual a separacdo de varidveis deve
ser realizada de tal maneira que os senos e os cossenos (funcdo ortogonais em potencial)
aparecam na solu¢do correspondente a dire¢cdo (x ou y) com as duas condicdes de

contorno homogéneas.
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Para p(x) =x, q(x) =xe w(x) = —n*/x pode ser facilmente mostrado que a Eq.

(43) se torna a equacdo de Bessel:

(Ax)? dgf)z +(Ax) o, [()lx)2 —n2]¢9 =0 (56)

que tem uma solucdo geral em termos de fungdes de Bessel de ordem n e argumento
(/1 ) Por isso, como mostrado no teorema acima, a separagdo de varidveis em

coordenadas cilindricas deve ser realizada tal que se ambas as condi¢des de contorno na
direcdo radial sdo homogéneas da forma mostrada nas Eqs. (44-45), a solucdo da
equacdo na direcdo radial é em termos de funcdes de Bessel. Essas fungdes,
acompanhadas por condi¢cdes de contorno homogéneas, possuem a propriedade da
ortogonalidade.

Por outro lado, se a dire¢do com duas condi¢des de contorno homogéneas € a
direcdo radial em um problema de conducdo de calor em coordenadas cilindricas, a
separacdo de varidveis deve ser realizada tal que fungdes ortogonais (senos e cossenos)

sao obtidas nessa direcdo, enquanto fung¢des modificadas de Bessel, que ndo sao

ortogonais, sao obtidas na direcdo radial.

5-FUNCAO ERRO E FUNCAO ERRO COMPLEMENTAR

A funcio erro (também conhecida como fung¢do erro de Gauss) € definida como:

erf (x dn (57)

_2
=2

Pode ser mostrado que para baixos valores do argumento x:

2 X X x
erflx)=—| x—+——-—-—+... 58
(=) JTT[ 3.1 52! 7.3 J (58)

Além disso, as seguintes relacOes mateméaticas podem ser uteis:
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erf (— x) =—erf (x) (59)
erf(0)=0 (60)
erf(e0) =1 (61)

A primeira derivada de funcdo erro de x com relagdo a x € escrita como:

di erf (x) = 2 (62)

Ierf(x)dx = xerf(x)+ i/l__[ (63)
A funcdo erro complementar é definida como:
erfe(x) =1-erf (x) = e j ' dn (64)
Portanto, com base nas Egs. (58), (60-61) e para baixos valores de x:
7
erfc(x) T( 3x—+x—2—7x—3’+] (65)
erfc(0) =1 (66)
erfc(OO) =0 (67)

Na Fig. (5) podem ser vistas as variagdes das funcdes erro e erro complementar

erf (x) e erfc(x) na forma gréfica.
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6-FUNCAO GAMA

A fung¢do gama € de grande importancia na teoria de probabilidades, em

problemas de fisica, matematica e de engenharia. A funcdo gama € definida para x >0

como sendo:
2 — - T T
\ erf(x)
\ erfc(x)
1.5 d
\\\
\\
1k \
— \
x \
0 \\
15
© 05} \ 1
\>-</ \
= \
(0]
o S
0.5 .
_1 | | | | | | |
-4 3 2 1 0 1 2 3 4
X
X o .
—

_10 | I | | | | | | |

Figura 6 — Comportamento da funcio (x)
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r(x) :jo“’ ke ™ dk (68)

Ja para x <0 a fun¢do gama é definida como sendo:

r(x)= (69)

Na Fig. (6) pode ser visto o comportamento da fun¢do gama r(x) na forma

grafica.
7-FUNCAO INTEGRAL EXPONENCIAL

A defini¢do da func¢do integral exponencial é:

Ei(x) = j“’ e:dx (70)

Para pequenos valores de x a fun¢do integral exponencial pode ser aproximada

por:

oo X X x
Ei(x) =-y ln(x)+(1D“ 2[2!+3E3" J (71)

onde )y =0,5772... é a constante de Euler. Além disso, a seguintes relagdes matematicas

podem ser tteis:
Ei(x) = -Ei(—x) (72)
Ei(0) =0 (73)

Ei(0) = 0 (74)
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Na Fig. (7) pode ser visto o comportamento da funcdo gama Ei(x) na forma

gréfica:

181

141

121

Ei(x)

08 r

06

02r

Figura 7 — Comportamento da fun¢ao Ei (x)

8-EQUACAO DIFERENCIAL DE LEGENDRE

A equagdo diferencial ordinéria:

2

2
(l—xz)flxy—Zx%+n(n+l)y=0 (75)

€ conhecida como equaciao diferencial de Legendre, com n sendo chamado de grau. A

solucdo geral da Eq. (75) € escrita como:
y=CP,(x)+C,0,(x) (76)

onde as fungdes P, (x) sdo chamadas de polindmios de Legendre de primeira espécie e

as funcdes Q, (x) sdo chamadas de polindmios de Legendre de segunda espécie.
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Os polindmios P, (x) e O, (x) sdo dados pelas seguintes expressoes:

1 d"
P(x)= 2oy 77
 (X) S dr (x" =D (77)

Se n € um nimero par e |x| <l:

_1\n/2An 2 _ — —
Qn(X)=( 1)"22"[(n/2)!] [x_(n Dn+2) 5, (n=D 3)(n+2)(n+4)x5_”1 (78)
n! 3 !
Se n é um numero impar e |x| <l:
_1\(n+D)/2 ryn-1 _ 2 _
Q”(x):( D2 {(n-1)/2]Y) }[l_n(n+l)xz+n(n 2)(n+1)(m+3)x4__'} (79)
10305 & 2! 4!

De particular interesse na solucdo de problemas de conducdo € a propriedade da

ortogonalidade dos polindmios de Legendre P (x) na regido —1<x<1 com uma

funcdo peso unitéria, ou seja:

X 0 sem#n
J.—l F.(OF,(x)dx=y_2 sem=n (80)
2n+1
Além disso, as seguintes expressoes sao usualmente utilizadas:
Q,(x=%1) > (81)
2n+1 n
P (x)= xF, (x) ———F,_;(x) (82)
n+l n+l
d d
— [P ()] =—I[P, (0] =2(n+ 1P, (x) (83)
dx dx
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.[; P (x)dx =

Nas Figs. (8-9) podem ser visualizados os comportamentos dos

2n+1

P (x) e Q, (x), respectivamente:
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Figura 8 — Comportamento do polindmio P, (x).

Figura 9 — Comportamento do polinémio Q, (x).
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A equagdo diferencial ordinéria:

dx’ 1-x?

(l—xz)u—Zxﬂ+[n(n+l)— m }y=0 (85)
dx

¢ chamada de equagdo diferencial associada de Legendre. Note que para m =0 a Eq.

(85) se reduz a Eq. (75). A solugdo geral da Eq. (85) € escrita como:

y=CP"(x)+C,0, (%) (86)

onde as funcdes P (x) sdo chamadas de polinomios associados de Legendre de

primeira espécie e as fun¢des Q(x) sdo chamadas de polindmios associados de
Legendre de segunda espécie.

As fungdes P"(x) e Q) (x) sdo dadas pelas seguintes expressoes:

P’ (x)=(1-x")"" jx—Z[ﬂ(X)] 87)
0 (x) =(1-x*)"" d—m[Qn (0] (88)
dx

De particular interesse na solucio de problemas de conducdo € a propriedades da
ortogonalidade dos polindmios associados de Legendre P"(x) na regido —1<x<1

com uma fun¢ao peso unitaria, ou seja:

. 0 senzk
[ ProP (de=q_2  (n+m)! _ (89)
B 2n+1 (n-m)!

Além disso, as seguintes expressdes sdo usualmente utilizadas:

P"(x)=0 para m>n (90)
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Q' (xt1) - 1)

Nas Figs. (10-13) podem ser visualizados os comportamentos dos polindmios

Pl(x), P}(x), Q) (x) e Q(x), respectivamente:
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Figura 11 — Comportamento dos polindmios P (x).
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Mais informacdes sobre a equagdo diferencial de Legendre, sobre os polindmios

de Legendre e também sobre os polindmios associados de Legendre podem ser

encontradas em literatura especializada.



