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A.1 DEDUCAO DAS EQUACOES DA TRANSFERENCIA CONVECTIVA

e Se a conservacao da energia for aplicada a um valienoentrole diferencial
em um fluido em movimento, afeitos domovimento do fluido(adveccéao)
sobre a transferéncia de energia através das supericivolume de controle
devem ser necessariamente consideradas, em conjuntcox@ieitos da
conducao

* A equacao diferencial resultante fornece a basegpravisao dalistribuicao
de temperaturasequerendo o conhecimentocimpo de velocidades

 Esse campo deve ser determinado pela solucdo das exjulfgbenciais da
conservacdo da masgsadasegunda lei de Newton do movimergm um
volume de controle diferencial.



As condicOes para simplificar as deducbes sdesgdeamento bidimensional
em regime estacionarmas direcoex ey numvolume de controle diferencial
com profundidade unitar (dx.dy.1).

Obijetivos: deduziequacoes diferenciapara prever os campos deocidades
e detemperaturaso interior do fluido.

A.1.1 Conservacao da massa

Matéria ndo pode ser criada ou destruida. Em regstagienariotaxa liquida
de entrada de massa no volume de controle (entradéda) deve ser igual a
zera

Massa entra e sai do volume de controle petovimento global do fluido
(adveccéao).



T Volume de controle
"""" 'y diferencial(dx.dy.1) para a
conservacao de massa em um
escoamento bidimensional de
P ] um fluido viscoso

« Taxaa qual anassa entrao volume de controle perpendiculax gg/s):
(ou)(dy.2) = (ou)dy

e Taxaa qual anassa saio volume de controle perpendiculax gg/s):

<pu>dy+ag§u>dxdy=[<pu>+ag;u>dx}dy



Taxaa qual anassa entrao volume de controle perpendiculay g&g/s):

(ov)(dx.1) = (ov)ax

Taxaa qual anassa sailo volume de controle perpendiculay g&g/s):

(ov)dx + ag‘;/) dydx = {(pv) I ag‘;/) dy}dx

Conservacgdo da massa:

(pu)dy+(pv)dx—[(pu)+%dx}dy—[(pv)+%§v)dy}dx=o

Simplificando a equacéo acima e dividindo drdy obtem-se:



0(pu) , o(ev) _
0X oy

A equacao acima deve ser satisfeita padas os pontos do interior do fluido

A equacao acima se aplica a um fluido composto p@riumta especieassim
como emmisturasnas quais podem estar ocorrendbf@asao de especies

Se o fluido por incompressiv(p € constante e a equacao acima torna-se:

A.1.2 Segunda lei do movimento de Newton

A soma de todas as forcas que atuam sobre o volumantielealeve ser igual
a taxa liguida a qual o momento deixa o volumeanhérole (saida — entrada)



Dois tipos de forcas podem atuar sobre o fluidocas de corp@proporcionais
ao volume) dorcas de superficigproporcionais a area).

Forcas de corpocampos gravitacional, centrifugos, magnéticos, ietétr
Designamos pcX eY as componentes nas direciesy.

Forcas de superficipressao estatica dos fluidos, tensdes viscosas.

A tensao viscospode ser decomposta em dois componentes perpendsculare
(atensao normegj; e atensao de cisalhameri;).

Notac&o indicial:primeiro indice (orientacdo da superficie, fornecendo a
direcao da sua normalegundo indicédirecdo da componente da forca).

As tensoOes viscosas normadotensoes de tracaastensdes viscosanle se
originam dapressao estaticgaotensoes de compressao



e Forca resultante na direc&opositivo (tensbes normais, tensdes viscosas e
pressao estatica):

or
Foxe = (axxdy.1+ 00 dxdy.l) + [r dx.1+—* dydx. 1) (pdy.1)

16)4 oy



« Forca resultante na direc&onegativo (tensbes normais, tensfes viscosas e
pressao estatica):

Fox- = (T dy.1) + (Tyxdx.l) + ( pdy.1+ % dxdy.lj

» Forca de superficie liquidea dire¢ao (Fs x4 = Fsx ):

or
Fo, = 00 9P, Il yx dxdy
! ox Ox oy

e Forca resultante na direcdopositivo (tensbes normais, tensdes viscosas e
pressao estatica):

aUyy arxy
Fy+ =| Oyydx.1+ Y dydx.1 |+ Txydy.1+dedy_1 +(pdx.2)



« Forca resultante na direc&onegativo (tensbes normais, tensfes viscosas e
pressao estatica):

Fsy- = (gyydx.l) + (rxydy.l) + ( pdx.1+ 3—5 dydx.l)

» Forca de superficie liquidw direcaqy (Fg y+ = Fsy-):

F.. = aTXy+aUyy_ap dxdly
Yol ox oay oy

 Devemos avaliar asxas de momenfoara o volume de controle eqey.

1.Fluxo de massa atraves da superfic’ pu kg

s.rr2



2.Fluxo de momento na dire¢&aorrespondente(ou)u 12<_

3.Taxa de momento na direc&aorrespondente(,ou)u(dy.1) kgérr =1N

S
_:L—’__EEIL'}H +H [{pv)uldy

—» (puli + :—: [(peeduldy

as sl

« Taxa de momento ex+dx: (ou)u(dy.1)+ w dx(dly.1)

« Taxa de momento eyy: (ov)u(dx.1)



« Taxa de momento ey +dy: (ovu(dx.1)+ 0[(,;\// Jul dy(dx.1)

» Taxa liquidaa qual 0 momento na direc&saido volume de controle:
(ou)u(dy.1)+ % dx(dy.1) + (ov)u(dx.1) + %y)u] dy(dx.1)
—(pu)u(dy.2) - (ov)u(dx.2)

0 [(g)‘j)“] ax(dy) + a[(g;/ 2 (o

 De maneira similar na dire¢cdpataxa liquidaa qual o momento na direcfio
sai do volume de controle é:

%y)v] dy(dx) + W dx(dly)



» A taxa de variacao do componente do momento dodloa direcaa € igual a
soma das forcas que atuam na mesma diregioseja:

o[ (ou)u] o[(ov)u] 00,y _0p_ 0Ty
OV (aty) + TV ) = | 99 — dxdly + Xdxd
o Oxldy)+ Y Yldx)=| = =20+ G PRy

« A expressao acima pode ser rearranjada efetuandierasdas do lado
esquerdae substituindo aquacao da conservacao da masaaseja.

ou, Adu)_ 0 0Ty
U—+V_— |= (0= pP)+——"+X (2
p( o ayj - (T p) 5y (2)

« Uma expressao similar pode ser obtida para dirgg@mdo a forma:

oV ov az-xy 0
u—+vVv = +—\ow —p)+Y (3
'0( ) ayj ) ay( 44 p) )




* As equacles (1), (2) e (3) podem ser resolvidas paneder ocampo de
velocidades

* A tensao normadleve produzir umdeformacao linear no fluid@enquanto que
umatensao de cisalhamendeve produzir umdeformacao angular no fluido

« Para que uma solucao das equacdes (2) e (3) sepa,oleti necessario
relacionar as tensoes viscosas a viscosidade do fluids @radientes de
velocidades existentes no escoamento

« Para 0 escoamento de um fluido Newtoniano, foi detnatio que:



ou 2 (0u  ov ov 2 (0u ov
Oy = 21— —— SV s
o = oH ﬂ( 0X ayj 2H ,u( 0X ayj

6y3
Y N
we dy oOx

« Substituindo essas expressdes nas equacoes (2) e (3)sebtém

ou odu)_ dp 0 au _2(ou av 0 ou ov
ol u—+v =——+—< U 2 — ||+ —| Y —F+— ||+ X
ox oy 0X O0X ox 3| ax ay ay| \dy Ox
ov ov)_ op . 0 av 2( 0u av 0 ou ov
plU—+v— |=——+—3 U 2— +— |y —+—||+Y
ox oy ay oy oy 3| ax ay ox| \dy Ox

* As equacOes acima fornecem uma representacio cordpketeondicoes em
umescoamento viscoso bidimensianal



* O campo de velocidadgmde ser determinado pela resolucéo dessas equacoes.
Com isso, denséo de cisalhamento na parzglpode ser determinada.

 Para um fluido incompressivel com viscosidade constantatilizando a
equacao (1) obtém-se:

2 2
AuSt v | =P O O x
ox oy 0X x> oy’

ov, Ov)__dp 0V 9%V
=——+ + +Y (5
p( ox 6y} oy “ (ax2 6y2j ©)

A.1.3 Conservacao de energia

* Os efeitos da energia potencisérao tratados commwabalho efetuado pelas
forcas de corpo



* A energia por unidade de massa do flumclui a energia interna térmica e a
energia cinéticV?/2 ondeV? = u? +v2.

* As energias termica e cinética sao transportadas pecgib pelo movimento
global do fluido através das superficies de controle.

iy
W g 1 Volume de controle
Rl T dv diferencial @dx.dy.1) para

|
| —>F a conservacao de energia
- | b=
: | em um escoamento
: bidimensional de um
oy di fluido viscoso com

. T T transferéncia de calor.
I;Ennd.r

E

~ady, v

e Taxa a quaknergia entra no volume de contrelax;



: &
Eadv,x = Ia'l(e-l_ ZJ(dy-l)

e Taxa a quaknergia sai do volume de contremmx+dx:

: V2 0 &
E s - pu(e+2](dy.1)+{m(e+2ﬂdx(dy.1)

0X

o Taxaliquidaa qual energia entra no volume de controlexem

dxdy (6)
X

. ; ) V2
Eadv,x — Eadv,x+dx = _a|::0u(e+ 2}

e Taxa a quaknergia entra no volume de contrelay:



: V2
E = — |ldx.1
adv,y pv(e+ 2 )( X )

« Taxa a quaknergia sai do volume de contremy+dy:

: V2 ) V2
iy - p{e+ZJ(dx.1)+ayHe+zﬂdy(dx.l)

« Taxaliquidaa qual energia entra no volume de controleyem
. . 0 V2
Eadv,y - Eadv,y+dy - _6'y|:p\{e+ 2}}dXdy (7)

« Taxa a quaknergia entra no volume de contrelax por conducéo:



: oT
Econd X = _(k&)(dy-l)

« Taxa a quaknergia sai do volume de contremx+dx por conducao:

: oT 0 oT
Econd x+dx = _(k&j(dyl) + Ix [_ (k&j}dx(dy-l)

« Taxaliquidaa qual energia entra no volume de controlexgror conducao:

: : 0(, 0T
Econd x ~ Econd x+dx = a_x(k&jd)(dy (8)

 Taxa a quaknergia entra no volume de contrelmy por conducéo:



: T
Econd.y = —[ka—y)(dx.l)

e Taxa a quaknergia sai do volume de contre@my+dy por conducao:

E sond. yady = —(kg—TJ(dx.l) + i{— (ka—Tﬂdy(dx.l)

y oy oy

« Taxaliquidaa qual energia entra no volume de controleygror conducao:

: : 0(,0T
Econd,y - Econd,y+dy = P (

ka—y]dxdy (9)

« Taxa liquida a qual trabalho é efetuado sobreiddlpelas forcas na direc@op



Whig x = (XU)dxdy+—[( Ty p)U]dxdy+a%(T ujdxdy (10)

 Na direita, o primeiro termo é wabalho efetuado pela forca de cqrmo
segundo termo trabalho efetuado pelas forcas de pregsaderceiro termo o

trabalho efetuado pelas forcas viscosas

« Taxa liquida a qual trabalho é efetuado sobreiddlpelas forcas na direc§o
Wy v = (Yv)dxdy + 9 [(0 — p)v]dxdy s 9 (r v)dxdy (11)
q,y ay yy OX Xy

* Das equacoes de (6) a (11), da exigéncia da conderdagenergia obtém-se:

sl el bl



+(Xu) +aix[(axx - p)u] +%(ryxu)+ (Yv) +%[(ayy = p)v] +a%(rxyv)+ =0 (12)

g é a taxa na qualenergia térmica € gerada por unidade de volume

A eguacao anterior representa@servacao das energias cinetica e térmica
sendoraramentautilizada em transferéncia de calor.

E mais conveniente trabalhar comeguacdo da energia térmicebtida
multiplicando as equacOes (2) e (3), respectivameotreu e v, e pela
subtracao dos resultados da equacao (12). Apds um gewdgebra:

oe oe_0(,0T\ a(, 0T ou ov
—+ = k + k -p —+— |+ +q (13
- 0X 'Ovay ax( axj ay( ayj p(ax ayj #P+q (13)

p(ou/ax + dv/dy) representa umeonversio reversivel entre trabalho mecanico
e energia térmica




o u®d é chamado deissipacao viscosaefinida como:

R

« A expressao acima indicéaxa a qual trabalho mecanico € irreversivelmente
convertido em energia térmica devido aos efeitos s@c0o fluido

« Para fluido incompressivel, pode-se utilizar a equadjoe alem disso,
de=c,dT comg, =c, de tal forma que:

or ., oT)\_o0(, 0T\, o, oT
u—+Vv k + + + e
pcp( 0x ayj ax{ axj Oy( j Mo




S R ORE

* A equacao da energia térmica pode ser reescrita remosedaentalpia do
fluido,i=e+ p/p:

o, 0 _9(,aT), 0 T\, (%, dp
il = k + k +| U + +
Ao P oy ax( axj ay( ayj (ax yj PR

* Se o fluido for um gas perfeitdi =c,dT e a equagao anterior torna-se:

oT aT)_a(, aT) o(, aT) ( dp ap
U—— +v— k— |+—| k— |+|u=C+v_" [+ ud +q (15
pcp[ ox ay] ax( ax) Gy( ayj ( ox Oy] i




